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1. Susunlah suatu integral lipat (tidak usah dihitung) untuk menentukan luas daerah yang 

terletak di dalam kardioid 𝑟 = 1 − sin 𝜃 dan di luar lingkaran 𝑟 = 3 sin 𝜃 

Perhatikan  

𝑟 = 1 − sin 𝜃  

Saat 𝜃 = 0 → 𝑟 = 1 

Saat 𝜃 =
𝜋

2
 →  𝑟 = 0 

Saat 𝜃 = 𝜋 → 𝑟 = 1 

Saat 𝜃 =
3

2
𝜋 → 𝑟 = 2 

 

Kemudian perhatikan  

𝑟 = 3 sin 𝜃  

𝑟2 = 3𝑟 sin 𝜃  

𝑥2 + 𝑦2 = 3𝑦  

𝑥2 + (𝑦 −
3

2
)

2

=
9

4
  

Maka lingkaran 𝑟 = 3 sin 𝜃 memiliki jari-jari 
3

2
 dan berpusat di (0,

3

2
) 

 

Akan dicari perpotongan antara kardioid dan lingkaran  

1 − sin 𝜃 = 3 sin 𝜃   

4 sin 𝜃 = 1  

sin 𝜃 =
1

4
  

𝜃 = sin−1 1

4
   

 

 
 

Dari Ilustrasi diperoleh  

𝑆2 = {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 1 − sin 𝜃 ; −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤ sin−1 1

4
} dan {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤

3 sin 𝜃 ; 0 ≤ 𝜃 ≤ sin−1 1

4
}   

 

Sehingga diperoleh luas daerahnya adalah  

∬ 𝑑𝐴 =

𝑆

∬ 𝑑𝐴1

𝑆1

+ ∬ 𝑑𝐴2

𝑆2

 

Karena S1 dan S2 simetris sehingga  



𝐴𝑠 = 2(∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃
1

0

sin−11
4

−
𝜋
2

− ∫ ∫ 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃
3−sin 𝜃

0

sin−11
4

0

 

 

 



 

3. Buktikan bahwa luas daerah yang diarsir pada gambar di bawah ini adalah 𝑎2∅ −
1

2
𝑎2𝑠𝑖𝑛2∅ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Jawab:  

Daerah yang diarsir merupakan tembereng, maka 𝐿𝑡𝑒𝑚𝑏𝑒𝑟𝑒𝑛𝑔 =  𝐿𝑗𝑢𝑟𝑖𝑛𝑔 − 𝐿𝑠𝑒𝑔𝑖𝑡𝑖𝑔𝑎 

Luas segitiga yang diketahui sisi-sudut-sisi, yaitu: 

𝐿 =
1

2
𝑎2𝑠𝑖𝑛∅ 

Dan luas juringnya  

𝐿 =
∅

360°
× 𝜋 × 𝑎2 

Maka 

 𝐿𝑡𝑒𝑚𝑏𝑒𝑟𝑒𝑛𝑔 = 𝐿𝑗𝑢𝑟𝑖𝑛𝑔 − 𝐿𝑠𝑒𝑔𝑖𝑡𝑖𝑔𝑎 

 𝐿𝑡𝑒𝑚𝑏𝑒𝑟𝑒𝑛𝑔 =
∅

360°
× 𝜋 × 𝑎2 −

1

2
𝑎2𝑠𝑖𝑛∅ 

 𝐿𝑡𝑒𝑚𝑏𝑒𝑟𝑒𝑛𝑔 =
∅

2
𝑎2 −

1

2
𝑎2𝑠𝑖𝑛∅ | × 2 

 𝐿𝑡𝑒𝑚𝑏𝑒𝑟𝑒𝑛𝑔 = ∅𝑎2 −
1

2
𝑎2𝑠𝑖𝑛∅ 



 𝐿𝑡𝑒𝑚𝑏𝑒𝑟𝑒𝑛𝑔 = 𝑎2∅
1

2
𝑎2𝑠𝑖𝑛∅ 

Jadi, terbukti bahwa luas daerah yang diarsir pada gambar diatas adalah 𝑎2∅ −
1

2
𝑎2𝑠𝑖𝑛2∅ 

 

 





 

5. Dengan mengggunakan koordinat polare , tentukan volume benda pejal di atas bidang-vy 

yang dibatasi oleh permukaan 

 2𝑥2 + 2𝑦2 + 𝑧2 = 18 dan 𝑥2 + 𝑦2 = 4 

Jawab : 

Volume benda pejal dimisalkan V 

 𝑉 = ∬ √18 −  2𝑥2 + 2𝑦2
𝑆

 𝑑𝐴   

𝑉 = ∬ √18 −  2(𝑥2 + 𝑦2)𝑑𝐴
𝑆

 dengan 



 𝑆 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4 = {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 2; 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋} 

 𝑉 = ∫ ∫ √18 − 2𝑟2 ∙ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = √2
2

0

2𝜋

0
 ∫ ∫ √9 − 𝑟2𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

2

0

2𝜋

0
 

Misal : 𝑝 = 9 − 𝑟2 →  −2𝑟𝑑𝑟 = 𝑑𝑝 → 𝑟𝑑𝑟 = −
𝑑𝑝

2
 

𝑟 = 0 → 𝑝 = 9, 𝑟 = 2 → 𝑝 = 5 

Jadi 𝑉 = √2 ∫ ∫ √𝑝(−
5

9

2𝜋

0

𝑑𝑝

2
)𝑑𝜃 =

√2

2
∫ √𝑝𝑑𝑝

9

5
𝑑𝜃 =

√2

2
∫

2

3
(27 − 5√5)𝑑𝜃 =

√2

2

2𝜋

0

2

3
(27 −

5√5) ∫ 𝑑𝜃
2𝜋

0
=

√2

2
∙

2

3
(27 − 5√5)2𝜋 =

√2

3
𝜋(27 − 5√5)√2 

 


