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Diskusi Kalkulus Peubah Banyak Tahap 13-15

1. Susunlah suatu integral lipat ( tidak usah di hitung ) untuk menentukan luas daerah
yang terletak di dalam kardioid r = 1 — sin @ dan di luar lingkaran r = 3 sin 6

Jawab:

Misal daerah yang dimaksud adalah S, maka berikut adalah ilustrasi dari S.
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Menentukan titik potongr =1 —sinf danr = 3sinf untuk 0 < 6 < g

1

&R

1 —sinf = 3sinf < sinf =i<—>6 = sin~
Dari ilustrasi di atas S dapat dipandang sebagai
§=51U8; =81 U(S21—522)

Dengan Sy, = {(,0)[0 <7 <1 —sing;—% <6 < sin" 3} dan

S, = {(r,9)|0 <r<3sinf;0<6 < sin‘li}.



Kemudian akan dicari luas daerah S

JI; dA = ffsl dA; + ffsz dA, karena S; dan S, simetris maka
= 2[], da,
=2(ff;, dAos — [l dAz;)
<fn FpI gy g — [5G 3000 drd@)

SehlnggaA5—2<f,r fl 0 dr dg — fsm f3sm9 drd@).

2. Susun integral lipat ( tidak usah dihitung ) untuk mencari volume dari benda pejal yang
dibatasi oleh permukaan-permukaan yang gambarnya diberikan.

r=d-2x

Jawab:

Untuk mencari volume suatu benda pejal dengan menghitung integral lipat suatu persamaan

permukaan, perlu diketahui daerah integrasinya.

Daerah integrasi dari benda pejal di antara f(x,y) =4 —x2 —y? dan g(x,y) =4 — 2x
adalah daerah di dalam proyeksi kurva h:z = 4 — x? —y?;z = 4 — 2x pada bidang xy.
Mencari proyeksi kurva h pada bidang xy sama saja dengan mencari nilai (x, y) pada bidang
xy dimana f(x,y) = g(x,y).

4—xt—y?=4-2xox?-2x+y*’=00 (x—-1)>+y2=1;2=0

Berarti daerah integrasi untuk mencari benda pejal yang dimaksud adalah

S={,NIx-1)*+y* <1}

Perhatikan ilustrasi berikut



Dari ilustrasi tersebut, permukaan f dan g

simetri terhadap bidang y = 0 pada
S={oMIx-D*+y* < 1}.*

Akan dibuktikan bahwa pernyataan (*) benar,

Akan ditunjukan bahwa Va,b € R 3 (a,0+ b),(a,0 —b) €S - f(a,0+ b) = f(a,0 — b)
Ambil sebarang a, b € R sehingga (a, 0 + b), (a,0 — b) € S perhatikan bahwa
f(a,0+b)=4—a?—-b?danf(a,0—b) =4—a?*—(-b)? =4—a*—-b*=f(a,0+b)

Telah ditunjukan Va,b € R 3 (a,0+ b),(a,0 —b) €S - f(a,0 + b) = f(a,0 — b) berarti
permukaan f simetri terhadap bidang y = 0 pada S.

Akan ditunjukan bahwa Va,b € R 3 (a,0+ b),(a,0—b) €S - g(a,0+ b) = g(a,0 —b)
Ambil sebarang a, b € R sehingga (a, 0 + b), (a,0 — b) € S perhatikan bahwa
g(a,0+b) =4 —2adan f(a,0—b) =4—2a =g(a,0+b)

Telah ditunjukan Va,b € R 3 (a,0 + b),(a,0 —b) € S - g(a,0 + b) = g(a, 0 — b) berarti
permukaan g simetri terhadap bidang y = 0 pada S.

Perhatikan ilustrasi S Misal volume benda pejal yang dimaksud adalah V

maka V = ffs f(x:Y) _Q(X:J’) dA

eql

Pandang S = S; U S, karena f dan g simetri terhadap

o s, y = 0 maka

0 o0 ! " sz.ﬂ:ng(x'y)_g(x'y)dA

Kemudian pandang S, sebagai himpunan y sederhana

- SZ:{(x,y)|0SxSZ;OSySVl—(x—l)Z}

Sehingga jika f (x,y) — g(x,y) = 2x — x% — y?



fz f1/1—(x—1)2 2%

V=2 f(x,y)—g(x,y)dA=2(0 A xz—yzdydx>

) l 3 -
3. Buktikan bahwa luas daerah yang diarsir pada gambar di bawah ini adalah a~¢ — = a”sm 2

Jawab:

Cari persamaan dari lingkaran dan sinar pada daerah tersebut

Persamaan lingkaran

X+ (y—a)i=a>ox*+y?—-2ay+a®=a’o x*+y?=2ay

Jikax =rcosfdany =rsinf - x? + y? = 2ay = r? = 2arsinf =r = 2asin@
Persamaan sinar 8 = ¢

Misal daerah yang diarsir adalah S, pandang S sebagai himpunan r sederhana maka
S={(r,0)|0<r <2asinf;0<0 < ¢}

Misal luas S adalah A; maka
AS = ffs dA
_ fo(p fozaSingT'deH

= f:) 2a? sin? 0 d6

= q? fogol cos 20 d@

— a2 (f(p do — f2<p coszed(ze))
= a? (9 - %sin 20 |2(;p29)
= a? ((p — —sm 2g0)



Terbukti bahwa luas daerah yang diarsir (4,) adalah a?¢ — %az sin 2¢.

4. Buat sketsa benda pejal yang dibatasi oleh silinder x* + z% = 9, bidang-bidang x = 0,
y=0,z=0danx + 2y = 2, kemudian hitung volumenya.

Jawab:

Perhatikan jejak x? + z? = 9 pada Perhatikan jejak x + 2y = 2 pada
Bidang xy (z =0) » x = 3 Bidangxy (z=0) > x =2 -2y
Bidang yz(x = 0) » z =43 Bidang yz(x =0) -y =1
Bidang xz(y = 0) » x> +2z2 =9 Bidang xz(y = 0) - x = 2

Volume benda pejal tersebut dapat dicari dengan integral lipat atas z = V9 — x? pada S
merupakan daerah segitiga ABC.

Perhatikan ilustrasi S berikut A titik potong x + 2y = 2 dan x = 0, A(0,1)
B titik potong x + 2y = 2 dany = 0, B(2,0)

1
x+2y=2~y=§(2—x)
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Pandang S sebagai himpunan y sederhana
s={xyo<x=<20<y<i2-}
Sehingga misal VV adalah volume benda pejal yang dimaksud, maka
14 = [f, V9—x2dA

= foz fol_;ﬁmdy dx

= fOZ (1 - g) V9 — x%dx

= foz V9 — x2dx — %foz xV9 — x2dx
Perhatikan untuk [ v/9 — xZdx,

Misal x = 3sinu - dx = 3 cosu du

Saatx = 0 » u = sin"1(0), saat x = 2 - u = sin™?!

wIinN

in—12 in—12 —
f02v9—x2dx=fsm 3\/9—9sin2u3cosudu=fsSln 39coszudu=§f0Sln 3cos2u + ldu

sin10 in~10

9 ( r2sin"12 cos2u sin~12 9 . .12 9 . _q2
==( s——dQuw)+ [ 3du =—51n(251n 1—)+—sm 12
2 \Jo 2 0 4 3) "4 3

9 . [ . _42 12\ .9 . _12 92
=—sm(sm 1—)cos(sm 1—>+—sm 12=2 2,
3 3) T4 323

Sy
2

2

2_ 35 9 . _
~=—+-sin7!
3 2 4

9 . _ 2
Zsin~?! =
4 3

Perhatikan untuk —%foz xV9 — x2dx

Misal 9 — x2 =t—>—2xdx=dt—>xdx=_%

Saatx=0->t=9

Saatx =2->t=5

1 2 1,5 1 1,912 12,219 1 9 5
>y xV9—xfdx = [Jtzdt = -2 [ t2dt=——.—t2|5=—g(27—5\/§)=—E+g\/§

4 3

Berarti

= = (29— xZdx — L (PO —adre = 3B 4 212 2y SE B 9 912
V==[V9—x?dx—2 [ xV9—x?dx ===+ sin"" 3 2+6\/§—3 ~+,sin™ 3



5. Dengan menggunakan koordinat polar, tentukan volume bend apejal di atas bidang-xy
yang dibatasi oleh permukaan 2x% + 2y? + z2 = 18danx? + y2 = 4

Jawab:

Berikut ilustrasi dari benda pejal yang dimaksud soal nomer 5

5

Misal volume benda pejal tersebut adalah VV maka

V= ff, 18 —2(x? + y?) dA dengan
S={(x,V|x*+y*<4}={(1,0)|0<r<2;0<0 <2m}
V= [ [INI8 = 2rZrdrdd =2 [" [INI—rZ.rdrds

MIS&|9—T‘2 :p—)—zrd‘r':dp—)rdr: _d7p

Saatr =0-p=9,Saatr=2-p=5

Sehingga V = vZ " [ Jp(~2ydo =2 (2" [? [pdp do = Z [2"% (27— 5V5)d6

V22 21 V22 2
==2(27-5V5) [, do =2 (27 = 5v5)2m = sm(27 - 5V5)V2



