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Jawab:  

Misal daerah yang dimaksud adalah S, maka berikut adalah ilustrasi dari S.  

  

Menentukan titik potong 𝑟 = 1 − sin 𝜃 dan 𝑟 = 3 sin 𝜃 untuk 0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
.  

1 − sin 𝜃 = 3 sin 𝜃 ↔ sin 𝜃 =
1

4
↔ 𝜃 = sin−1 1

4
  

Dari ilustrasi di atas S dapat dipandang sebagai  

𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 = 𝑆1 ∪ (𝑆2.1 − 𝑆2.2)  

Dengan 𝑆2.1 = {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 1 − sin 𝜃 ; −
𝜋

2
≤ 𝜃 ≤ sin−1 1

4
} dan     

𝑆2.2 = {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 3 sin 𝜃 ; 0 ≤ 𝜃 ≤ sin−1 1

4
}.   



Kemudian akan dicari luas daerah 𝑆  

∬ 𝑑𝐴
𝑆

  = ∬ 𝑑𝐴1𝑆1
+ ∬ 𝑑𝐴2𝑆2

  karena 𝑆1 dan 𝑆2 simetris maka  

  = 2 ∬ 𝑑𝐴2𝑆2
 

  = 2 (∬ 𝑑𝐴2.1𝑆2.1
− ∬ 𝑑𝐴2.2𝑆2.2

 ) 

  = 2 (∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟
1−sin 𝜃

0
𝑑𝜃

sin−11

4

−
𝜋

2

− ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟
3 sin 𝜃

0
𝑑𝜃

sin−11

4
0

)  

Sehingga 𝐴𝑆 = 2 (∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟
1−sin 𝜃

0
𝑑𝜃

sin−11

4

−
𝜋

2

− ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟
3 sin 𝜃

0
𝑑𝜃

sin−11

4
0

).  

 

Jawab:  

Untuk mencari volume suatu benda pejal dengan menghitung integral lipat suatu persamaan 

permukaan, perlu diketahui daerah integrasinya.  

Daerah integrasi dari benda pejal di antara 𝑓(𝑥, 𝑦) = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 dan 𝑔(𝑥, 𝑦) = 4 − 2𝑥 

adalah daerah di dalam proyeksi kurva ℎ: 𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2; 𝑧 = 4 − 2𝑥 pada bidang 𝑥𝑦. 

Mencari proyeksi kurva ℎ pada bidang 𝑥𝑦 sama saja dengan mencari nilai (𝑥, 𝑦) pada bidang 

𝑥𝑦 di mana 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥, 𝑦).  

4 − 𝑥2 − 𝑦2 = 4 − 2𝑥 ↔ 𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2 = 0 ↔ (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 1; 𝑧 = 0  

Berarti daerah integrasi untuk mencari benda pejal yang dimaksud adalah    

𝑆 = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≤ 1}  

Perhatikan ilustrasi berikut  



 

Akan dibuktikan bahwa pernyataan (∗) benar,  

Akan ditunjukan bahwa ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ∋ (𝑎, 0 + 𝑏), (𝑎, 0 − 𝑏) ∈ 𝑆 → 𝑓(𝑎, 0 + 𝑏) = 𝑓(𝑎, 0 − 𝑏) 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 sehingga (𝑎, 0 + 𝑏), (𝑎, 0 − 𝑏) ∈ 𝑆 perhatikan bahwa  

𝑓(𝑎, 0 + 𝑏) = 4 − 𝑎2 − 𝑏2 dan 𝑓(𝑎, 0 − 𝑏) = 4 − 𝑎2 − (−𝑏)2 = 4 − 𝑎2 − 𝑏2 = 𝑓(𝑎, 0 + 𝑏)  

Telah ditunjukan ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ∋ (𝑎, 0 + 𝑏), (𝑎, 0 − 𝑏) ∈ 𝑆 → 𝑓(𝑎, 0 + 𝑏) = 𝑓(𝑎, 0 − 𝑏) berarti 

permukaan 𝑓 simetri terhadap bidang 𝑦 = 0 pada S.  

Akan ditunjukan bahwa  ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ∋ (𝑎, 0 + 𝑏), (𝑎, 0 − 𝑏) ∈ 𝑆 → 𝑔(𝑎, 0 + 𝑏) = 𝑔(𝑎, 0 − 𝑏) 

Ambil sebarang 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 sehingga (𝑎, 0 + 𝑏), (𝑎, 0 − 𝑏) ∈ 𝑆 perhatikan bahwa  

𝑔(𝑎, 0 + 𝑏) = 4 − 2𝑎 dan 𝑓(𝑎, 0 − 𝑏) = 4 − 2𝑎 = 𝑔(𝑎, 0 + 𝑏)  

Telah ditunjukan ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 ∋ (𝑎, 0 + 𝑏), (𝑎, 0 − 𝑏) ∈ 𝑆 → 𝑔(𝑎, 0 + 𝑏) = 𝑔(𝑎, 0 − 𝑏) berarti 

permukaan 𝑔 simetri terhadap bidang 𝑦 = 0 pada S.  

Perhatikan ilustrasi S  

 

Sehingga jika 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2 

Dari ilustrasi tersebut, permukaan 𝑓 dan 𝑔 

simetri terhadap bidang 𝑦 = 0 pada  

𝑆 = {(𝑥, 𝑦)|(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≤ 1}.*  

Misal volume benda pejal yang dimaksud adalah 𝑉 

maka 𝑉 = ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦) 𝑑𝐴
𝑆

  

Pandang 𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2 karena 𝑓 dan 𝑔 simetri terhadap 

𝑦 = 0 maka  

𝑉 = 2 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)
𝑆2

𝑑𝐴  

Kemudian pandang 𝑆2 sebagai himpunan y sederhana  

𝑆2 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 2; 0 ≤ 𝑦 ≤ √1 − (𝑥 − 1)2} 



𝑉 = 2 ∬ 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝑔(𝑥, 𝑦)
𝑆2

𝑑𝐴 = 2 (∫ ∫ 2𝑥 − 𝑥2 − 𝑦2𝑑𝑦
√1−(𝑥−1)2

0
𝑑𝑥

2

0
)   

 

 

Jawab:  

Cari persamaan dari lingkaran dan sinar pada daerah tersebut  

Persamaan lingkaran  

𝑥2 + (𝑦 − 𝑎)2 = 𝑎2 ↔ 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑎𝑦 + 𝑎2 = 𝑎2 ↔ 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑦  

Jika 𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 dan 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 → 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑎𝑦 ≡ 𝑟2 = 2𝑎𝑟 sin 𝜃 ≡ 𝑟 = 2𝑎 sin 𝜃  

Persamaan sinar 𝜃 = 𝜑  

Misal daerah yang diarsir adalah 𝑆, pandang S sebagai himpunan r sederhana maka  

𝑆 = {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 2𝑎 sin 𝜃 ; 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜑}  

Misal luas S adalah 𝐴𝑠 maka  

𝐴𝑆 = ∬ 𝑑𝐴
𝑆

  

 = ∫ ∫ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2𝑎 sin 𝜃

0

𝜑

0
  

 = ∫ 2𝑎2 sin2 𝜃 𝑑𝜃
𝜑

0
 

 = 𝑎2 ∫ 1 − cos 2𝜃 𝑑𝜃
𝜑

0
 

 = 𝑎2 (∫ 𝑑𝜃
𝜑

0
− ∫

cos 2𝜃

2
𝑑(2𝜃)

2𝜑

0
)  

 = 𝑎2 (𝜃 |
𝜑
0𝜃

−
1

2
sin 2𝜃 |

2𝜑
0 2𝜃

) 

 = 𝑎2 (𝜑 −
1

2
sin 2𝜑)  



Terbukti bahwa luas daerah yang diarsir (𝐴𝑠) adalah 𝑎2𝜑 −
1

2
𝑎2 sin 2𝜑.  

 

 

Jawab:  

Perhatikan jejak 𝑥2 + 𝑧2 = 9 pada  

Bidang 𝑥𝑦 (𝑧 = 0) → 𝑥 = ±3  

Bidang 𝑦𝑧(𝑥 = 0) → 𝑧 = ±3  

Bidang 𝑥𝑧(𝑦 = 0) → 𝑥2 + 𝑧2 = 9  

Perhatikan jejak 𝑥 + 2𝑦 = 2 pada 

Bidang 𝑥𝑦 (𝑧 = 0) → 𝑥 = 2 − 2𝑦  

Bidang 𝑦𝑧(𝑥 = 0) → 𝑦 = 1  

Bidang 𝑥𝑧(𝑦 = 0) → 𝑥 = 2  

 

Volume benda pejal tersebut dapat dicari dengan integral lipat atas 𝑧 = √9 − 𝑥2 pada 𝑆 

merupakan daerah segitiga 𝐴𝐵𝐶.  

Perhatikan ilustrasi S berikut  

 

A titik potong 𝑥 + 2𝑦 = 2 dan 𝑥 = 0, 𝐴(0,1)  

B titik potong 𝑥 + 2𝑦 = 2 dan 𝑦 = 0, 𝐵(2,0)  

𝑥 + 2𝑦 = 2~𝑦 =
1

2
(2 − 𝑥) 



Pandang 𝑆 sebagai himpunan 𝑦 sederhana  

𝑆 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 2; 0 ≤ 𝑦 ≤
1

2
(2 − 𝑥)}  

Sehingga misal 𝑉 adalah volume benda pejal yang dimaksud, maka  

𝑉 = ∬ √9 − 𝑥2
𝑆

𝑑𝐴 

 = ∫ ∫ √9 − 𝑥2𝑑𝑦
1−

𝑥

2
0

𝑑𝑥
2

0
 

 = ∫ (1 −
𝑥

2
) √9 − 𝑥2𝑑𝑥

2

0
 

 = ∫ √9 − 𝑥2𝑑𝑥
2

0
−

1

2
∫ 𝑥√9 − 𝑥2𝑑𝑥

2

0
 

Perhatikan untuk ∫ √9 − 𝑥2𝑑𝑥
2

0
,  

Misal 𝑥 = 3 sin 𝑢 → 𝑑𝑥 = 3 cos 𝑢 𝑑𝑢  

Saat 𝑥 = 0 → 𝑢 = sin−1(0), saat 𝑥 = 2 → 𝑢 = sin−1 2

3
  

∫ √9 − 𝑥2𝑑𝑥
2

0
 = ∫ √9 − 9 sin2 𝑢 3 cos 𝑢 𝑑𝑢

sin−12

3

sin−1 0
= ∫ 9 cos2 𝑢 𝑑𝑢

sin−12

3

sin−1 0
=

9

2
∫ cos 2𝑢 + 1𝑑𝑢

sin−12

3
0

 

=
9

2
(∫

cos 2𝑢

2
𝑑(2𝑢)

2 sin−12

3
0

+ ∫ 𝑑𝑢
sin−12

3
0

) =
9

4
sin (2 sin−1 2

3
) +

9

4
sin−1 2

3
  

=
9

2
sin (sin−1 2

3
) cos (sin−1 2

3
) +

9

4
sin−1 2

3
=

9

2
.

2

3
.

√5

2
+

9

4
sin−1 2

3
=

3√5

2
+

9

4
sin−1 2

3
  

Perhatikan untuk −
1

2
∫ 𝑥√9 − 𝑥2𝑑𝑥

2

0
  

Misal 9 − 𝑥2 = 𝑡 → −2𝑥𝑑𝑥 = 𝑑𝑡 → 𝑥𝑑𝑥 = −
𝑑𝑡

2
  

Saat 𝑥 = 0 → 𝑡 = 9  

Saat 𝑥 = 2 → 𝑡 = 5  

−
1

2
∫ 𝑥√9 − 𝑥2𝑑𝑥

2

0
=

1

4
∫ 𝑡

1

2
5

9
𝑑𝑡 = −

1

4
∫ 𝑡

1

2
9

5
𝑑𝑡 = −

1

4
.

2

3
𝑡

3

2 |
9
5

= −
1

6
(27 − 5√5) = −

9

2
+

5

6
√5  

Berarti  

𝑉 = = ∫ √9 − 𝑥2𝑑𝑥
2

0
−

1

2
∫ 𝑥√9 − 𝑥2𝑑𝑥

2

0
=

3√5

2
+

9

4
sin−1 2

3
−

9

2
+

5

6
√5 =

7√5

3
−

9

2
+

9

4
sin−1 2

3
  



 

Jawab:  

Berikut ilustrasi dari benda pejal yang dimaksud soal nomer 5 

  

Sehingga 𝑉 = √2 ∫ ∫ √𝑝(−
𝑑𝑝

2
)

5

9
𝑑𝜃

2𝜋

0
=

√2

2
∫ ∫ √𝑝𝑑𝑝

9

5
𝑑𝜃

2𝜋

0
=

√2

2
∫

2

3
(27 − 5√5)𝑑𝜃

2𝜋

0
  

=
√2

2

2

3
(27 − 5√5) ∫ 𝑑𝜃

2𝜋

0
=

√2

2

2

3
(27 − 5√5)2𝜋 =

2

3
𝜋(27 − 5√5)√2  

  

Misal volume benda pejal tersebut adalah 𝑉 maka 

𝑉 = ∬ √18 − 2(𝑥2 + 𝑦2)
𝑆

𝑑𝐴 dengan  

𝑆 = {(𝑥, 𝑦)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4} = {(𝑟, 𝜃)|0 ≤ 𝑟 ≤ 2; 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋}  

𝑉 = ∫ ∫ √18 − 2𝑟2. 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
2

0

2𝜋

0
= √2 ∫ ∫ √9 − 𝑟2. 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃

2

0

2𝜋

0
  

Misal 9 − 𝑟2 = 𝑝 → −2𝑟𝑑𝑟 = 𝑑𝑝 → 𝑟𝑑𝑟 = −
𝑑𝑝

2
  

Saat 𝑟 = 0 → 𝑝 = 9, Saat 𝑟 = 2 → 𝑝 = 5  


