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BAB |
PEMBUKAAN

1.1 Latar Belakang
A. Himpunan

Himpunan adalah kumpulan semua objek yang dapat didefinisikan dengan jelas
karena memiliki batasan, yang apabila setiap kali disebutkan satu objek semua sepakat
bahwa objek tersebut berada di kumpulan tersebut atau tidak berada di kumpulan
tersebut.

Bukan himpunan adalah ada objek yang tidak dapat didefinisikan dengan jelas
karena ada objek yang apabila disebutkan ada orang yang tidak sepakat bahwa objek
tersebut berada di kumpulan tersebut atau tidak berada di kumpulan tersebut.

Sifat-sifat pada himpunan:

1. Bersifat Refleksif
Relasi R pada himpunan A ditulis R : A — B dikatakan bersifat refleksif, apabila:
VX, X €A — xRX
Relasi R pada himpunan A ditulis R : A — B tidak dikatakan bersifat refleksif,
apabila
3x, X € A — xRx

2. Bersifat Simetris
Relasi R pada himpunan A ditulis R : A — B dikatakan bersifat simetris, apabila:
VX, Y € A, xRy — yRx
Relasi R pada himpunan A ditulis R : A — B tidak dikatakan bersifat simetris,
apabila:
ax,y € A, xRy — yRX

3. Bersifat Transitif
Relasi R pada himpunan A ditulis R : A — B dikatakan bersifat transitif, apabila:
VX,V,Z €A, xRy A yRz — xRz
Relasi R pada himpunan A ditulis R : A — B tidak dikatakan bersifat transitif,
apabila:
ax,y,z € A, xRy A yRz A xRz



4. Relasi Ekuivalen
R : A — B dikatakan relasi ekuivalen,
apabila:
R : A — B bersifat refleksif, dan
R : A — B bersifat simetris, dan

R : A — B bersifat transitif.

R : A — B dikatakan bukan relasi ekuivalen,
apabila:

R : A — B tidak bersifat refleksif, atau

R : A — B tidak bersifat simetris, atau

R : A — B tidak bersifat transitif,

B. Fungsi
Relasi f dari himpunan A ke himpunan B (ditulis f: A — B) dikatakan fungsi
(pemetaan) apabila setiap (x) anggota A dipasangkan oleh f dengan tunggal anggota di
B(f(x)).
f: A — B dikatakan fungsi, apabila:
1. VX, xXeEA —3y,yeEB
sedemikian sehingga y = f(x) dan
2. VX1,X2 € A, X1 = Xo— f(x1) = f(x,)
f: A — B dikatakan bukan fungsi, apabila:
1. 3x,X€A VY, yEB — y+#f(x)atau
2. 3x1, %3 €A X =X A — Y1 =T(xy) £y, = f(xz)
Fungsi Konstan
Fungsi konstan yaitu fungsi yang hanya mengaitkan dengan satu bilangan.
f: A — B dikatakan fungsi konstan, apabila:
VX € A — f(x) =y, untuk suatu y, (tetap) € di B
Fungsi Identitas

Fungsi identitas yaitu fungsi yang hanya mengaitkan dengan dirinya.



x — f(x)=x
f: A — B dikatakan sama dengan g : A — B, apabila:
f(x) = g(x) dan untuk vx € A

1. Fungsi Surjektif

f: A — B dikatakan fungsi surjektif,

apabila:

Yy € B — 3x, X € A sedemikian sehingga y = f(x)

Sehingga negasinya:

3y € BA VX € A sedemikian sehingga y # f(x)
2. Fungsi Injektif

f: A — B dikatakan fungsi injektif,

apabila:

V xq, x5 € A, dengan x; # x, — f(x;) # f(x)

sehingga kontraposisinya:

Vx;, x5, € A, dengan f(x;) = f(x,)— x; = x,
3. Fungsi Bijektif

f: A — B dikatakan fungsi bijektif karena:

a. f:A — B fungsi injektif, dan

b. f: A — B fungsi surjektif.

1.2 Tujuan Penulisan
Berdasarkan latar belakang diatas, penyusunan makalah ini bertujuan untuk :
1. Mengumpulkan pernyataan fungsi
2.  Membuktikan pernyataan fungsi
3. Mengetahui langkah-langkah pembuktian pernyataan fungsi
4. Menyelesaikan tugas proyek dasar-dasar matematika.



BAB Il
PEMBAHASAN

2.1 Pembuktian Pernyataan Fungsi

1. Buktikan bahwa (AN B)\(BNC)<c A

Bukti:
A x€EANB)\(BNC)oxe(ANB)A& (BNC)
B. - x€(ANB)
C ox€EANXEB
D - x€A

Perhatikan bahwa baris C ekuivalen tautologi dengan baris B, sehingga digunakan
operator ekuivalen yang menunjukkan hubungan baris C dengan ruas kanan baris B. Tetapi perlu
cermat mengartikan tanda implikasi pada baris B yang berlaku untuk menunjukkan hubungan
baris C dengan ruas Kiri baris A. Demikian pula baris D yang menggunakan tanda implikasi,
maka menunjukkan bahwa baris D dengan ruas Kiri baris A.

2. Buktikan bahwa AU @ = A jika dan hanya jika AU® € Adan AS AU @
Bukti:

A. Ambilx EAUP=xEAVXED

Karena @ adalah himpunan yang tidak memiliki anggota maka sangat jelas bahwa x & @,
sehingga diperoleh x € A. Jadi terbukti benar bahwa A U @ < A.
B. Ambil sebarang x € A

Dengan sifat adisi, diperoleh x € A atau x € @. Pernyataan ini tetap bernilai benar,
apapun nilai kebenaran dari x € @. Sehingga terbukti bahwa A € AU @.
C. Kesimpulan, jadi terbukti benar bahwa A U @ = A jika dan hanya jika AU @ <
Adan ACAU @

3. Buktikan bahwa ANnB € A
Bukti:
A. x€(ANB)oxeANXEB
B. > Xx€EA
Baris A ekuivalensi, sedangkan ruas kanan baris A secara tautologi berimplikasi ruas

kanan baris B.

4. Akan ditunjukkan bahwa untuk sembarang dua himpunan A dan B berlaku An B =
BNA
Berdasarkan definisi operasi irisan, diketahui bahwa untuk sembarang unsur x berlaku,

XEANBox€EAANXEB.......... (D
Selain itu, bentuk ini ekuivalensi tautologi, sehingga,
x€EANxEB=x€EBAx€EA.......... (2)

Sesuai bentuk (1) maka diperoleh



XEBNAoxEBAXxEA.......... 3
Dengan menggabungkan hasil (1) dan (3) dan menggunakan sifat transitivitas serta simetri
dari ekuivalensi dapat diperoleh,
xEANBeox€eEBNA

Dan dengan aturan perluasan, dapat disimpulkan bahwa AN B =B N A

5. Buktikan bahwa A\ (AN B) =A\B
Bukti:
x€EA\(ANB)eoxeANANx& (ANB)
ox€AN-(x€ANXx EB)
ox€EANxE&AVxéEB)
o (x€eEANxEeAV(xeANXxEB)
o (x€eAANx€B)
< xA\B
6. f:R — R di mana f(x) = 2x+5 adalah suatu fungsi.
Buktikan.
f: R — R dikatakan suatu fungsi, apabila:
(i) vx,x€eR — 3y, y € R sedemikian sehingga y = f(x) dan
(i) Vxq,x; ER, xq = x5 f(x1) = f(xy)
Bukti:
(i) Ambil sebarang x € R
Pilih y = 2x+5
Perhatikan:
y = 2X+5
y=1f(x)
(if) Ambil sebarang X, X, € R diperoleh x; = X
Perhatikan
Y1 =2x+5
Y, = 2x,+5
Karena x; = x,

V1= 2x1+5



Y1 = 2x,+5

y1=y2 = f(x)
Jadi, f: R — R di mana f(x) = 2x+5 adalah suatu fungsi, TERBUKTI.

f:R — R di mana f(x) = 2x+5 adalah fungsi surjektif.
Buktikan.

f:R — R dikatakan fungsi surjektif, apabila:

Yy € R — 3x, x € R sedemikian sehingga y = f(x)
Bukti:

Ambil sebarangy € R

maka terdapat

x = &=%
2

sehingga

f(x):2x+5:2((y2;5)) +5=y-5+5=y.

Jadi, f: R — R di mana f(x) = 2x+5 adalah fungsi surjektif, TERBUKTI.

f:R — R di mana f(x) = 2x + 5 adalah fungsi injektif.

Bukti.

f: R — R dikatakan fungsi injektif, apabila Vx;, x, € R, dengan x; # x, — f(x;) # f(x,)
sehingga kontraposisinya:

Vxi, x, € R, dengan f(x;) = f(x,)— x; = x,

Bukti:

Misalkan (x;, y) dan (x,,y) €R

Ini berarti

y =2x;+5

y =2x,+5
sehingga diperoleh

2x,+5 = 2x,+5

Dengan sama-sama menambah kedua sisi dengan —5 dan mengalikan kedua sisi dengan %,

diperoleh x; = x,



Jadi, f: R — R di mana f(x) = 2x+5 adalah fungsi injektif, TERBUKTI.

Jadi, f: R — R di mana f(x) = 2x+5 dikatakan fungsi bijektif karena f : R — R di mana
f(x) = 2x+5 fungsi injektif dan fungsi surjektif.

7. f:R — R di mana f(x) = 2x+1 adalah suatu fungsi.
Buktikan.
f: R — R dikatakan suatu fungsi, apabila:
(i) vx,x € R — 3y, y € R sedemikian sehingga y = f(x) dan
(i) Vxq, x; ER, x1 = x— f(x1) = f(xy)
Bukti:
(1) Ambil sebarang x € R
Pilihy = 2x+1
Perhatikan:
y =2x+1
y=1f(x)
(it) Ambil sebarang x4, x, € R diperoleh x; = x,
Perhatikan
v, = 2x,+1
y, = 2x,+1
Karena x; = x,
v, = 2x,+1
Y, = 2x,+1
y1=y2 =1(x)
Jadi, f: R — R di mana f(x) = 2x+1 adalah suatu fungsi, TERBUKTI.

f:R — R di mana f(x) = 2x+5 adalah fungsi surjektif.
Buktikan.

f:R — R dikatakan fungsi surjektif, apabila:

Yy €ER — 3X, X € R sedemikian sehingga y = f(x)
Bukti:



Ambil sebarangy € R

maka terdapat

(y-5)

2

sehingga
f)=2x+1=2(L2) +1=y-1+1=y.

Jadi, f: R — R di mana f(x) = 2x+1 adalah fungsi surjektif, TERBUKTI.

f:R — R di mana f(x) = 2x+1 adalah fungsi injektif.

Buktikan.

f: R — R dikatakan fungsi injektif, apabila f : R — R dikatakan fungsi injektif, apabila:
Vxi, x, € R, dengan x; # x, — f(x;) # f(x3)

sehingga kontraposisinya:

Vx;, x5, € R, dengan f(x;) = f(x,)— x; = x,

Bukti:

Misalkan (x,, y) dan (x,,y) € f

Ini berarti

y=2x;+1

y=2x,+1
sehingga diperoleh
2x,+1 = 2x,+1
Dengan sama-sama menambah kedua sisi dengan —1 dan mengalikan kedua sisi dengan %,
diperoleh x; = x,

Jadi, f: R — R di mana f(x) = 2x+1 adalah fungsi injektif, TERBUKTI.

Jadi, f: R — R di mana f(x) = 2x+1 dikatakan fungsi bijektif karena f: R — R di mana
f(x) = 2x+1 fungsi injektif dan fungsi surjektif.

8. Selidiki f(x)=x%2-1
Bukti :
i.  Cek Fungsi



Pertama-tama, tunjukkan apakah implikasi x; = x, = f(x;) = f(x;)
bernilai benar.
f(x1) = f(xz)
(x1)>=1= (x)* -1
x? = x3
Karena x; = x,, mengakibatkan f (x;) = f (x,) maka terbukti f(x) = x? — 1
adalah fungsi.
Cek Injektif
Kedua, tunjukkan apakah implikasi f(x;) = f(x,) == f(x;) = f(x,) bernilai
benar.
Berdasarkan yang pertama, dari f (x;) = f (x,) diperoleh x? = x2. Dari
x? = x2, tidak dicapai kesimpulan bahwa x; = x,, kecuali jika x; dan x,
memiliki tanda yang sama. Sebagai contoh x; = 2 dan x, = —2,(2)? = (—2)2
tetapi 2 # -2.
Jadi, f(x) = x? — 1 bukan fungsi injektif.
Namun, apabila domain dari fungsi tersebut Kkita batasi, (-c0,0] atau [0,0), maka
fungsi tersebut akan merupakan fungsi injektif pada domain (-o0,0] atau [0,00).
Cek Surjektif
Ketiga, tunjukkan apakah V y € Y, 3x sedemikian sehingga y = f(x) bernilai
benar.
Karena dalam penulisan suatu penulisan suatu fungsi, misalkan tidak dituliskan
domainnya, berarti domain fungsinya domain alami yaitu domain dimana saja
fungsi tersebut terdefinisi. Dalam soal ini, f(x) terdefinisi pada bilangan real
sehingga domainnya adalah x bilangan real. Kodomain dari fungsi tersebut adalah
bilangan real juga. Jadi untuk membuktikan bahwa f(x) tersebut surjeksi maka

harus ditunjukkan untuk semua y € R terdapat x € R sehinggay = x2 — 1.

Lihat,

x=*xJy+1



Ambil sebarang y € R. kemungkinannyay > 0,y = 0,dan y < 0. Untuk y tak-
negatif, terdapat x = +,/y + 1 sehingga y = x? — 1. Tapi, untuk y < 0 tidak
terdapat x pada bilangan real.

Jadi, f(x) = x% — 1 juga bukan fungsi surjektif.

Nampak, jika dibatasi kodomainnya untuk bilangan real yang tak negatif maka

fungsi tersebut akan merupakan fungsi surjektif.

Kesimpulan

Karena f(x) = x2 — 1 bukan fungsi injektif dan/atau fungsi surjektif maka f (x) =
x2 — 1 bukan fungsi bijektif. Namun, jika dibatasi domain dan kodomainnya
maka akan menjadi fungsi bijektif. f(x) = x? — 1 merupakan fungsi bijektif

apabila domainnya (-o0,0] atau [0,%0), dan kodomainnya adalah [0,c0).

9. Buktikan bahwa f: (0,1) — (0, ) dengan f(x) = ﬁ merupakan fungsi bijektif

Bukti :

ii.

iil.

Cek Fungsi
Ambil x € (0,1) maka terdapat y € (0, ) dimana y = ix = f(x)

1_
Ambil x;, x, € (0,1) dimana x; = x, maka diperoleh
X2

flx1) = 1-% 1-=x, = f(x2)
- f(x) = = adalah fungsi.
Cek Injektif
Ambil x;, x, € (0,1) dimana x1 # x2, sehingga
fo) =10 # 7oy, = f )

- f(x) = = adalah fungsi injektif.
Cek surjektif

Ambil y € (0, ), maka terdapat x € (0,1) dengan x = 1Jyr_y diperoleh:



Y y y
y )_ 1+y  1+y 1+y
1+y) 1__Y 1+y-y 1
1+y T+y T+y

feo =1 (

= f(x) = — adalah fungsi surjektif.
iv. Kesimpulan
Berdasarkan pembuktian i, ii, dan iii terbukti bahwa f(x) = ﬁ adalah fungsi

bijektif.
10. Buktikan: Fungsi f: R - R* dengan f(x) = x? + 1 adalah fungsi bijektif

Fungsi f: A — B dikatakan fungsi bijektif apabila f: A — B fungsi surjektif dan fungsi
injektif

Pembuktian:

i.  Fungsi surjektif akan ditunjukan y € R*

Pilih x = /y — 1 maka
flx) = (w/y — 1)2 +1

=y—1+1
=Yy
ii.  Fungsi injektif vxq, x, akan ditunjukan x; = x,
fOa) =f(x2)
(x)?+1=(x)%+1
(x1)? = (x2)?
X1 = Xy
11. Buktikan: Fungsi f: R - R*dengan fungsi f(x) = —x + 1 adalah fungsi bijektif
i. Fungsi surjektif akan ditunjukan y € R*
Pilih x = 1 — y maka
fG)=-0-y»+1
fx)= -14+y+1
f) =y



ii. Fungsi injektif vxq, x, maka akan ditunjukan x; = x,
f(x1) = f(xz)
—X1 + 1 = _xz + 1
X1 = TXp

X1 = X3

12. f : R - R di mana f(x) = |x| adalah fungsi
Bukti :
a. Vx, x€ R-> Jy,yeR 3y =f(x)
Ambil sebarang x € R
Pilihy = |x|
f(x) = x|
y = |x|
Sehingga y = f(x)
b. vxix; ER, x1=x, = ¥, =f(x) =f(x,) =y,
Ambil sebarang x;x, € R
Pilih y; = |x4]
Y2 = |xz]
Karena x; = x, makay; = |x;| = |x2]| =y,
Sehingga y; = f(x1) = f(x2) = y2
Jadi f : R - Rdi mana f(x) = |x| adalah fungsi telah TERBUKTI

13. f : R » R* dengan f(x) = v2x — 1 adalah fungsi surjektif
Bukti :
a Vx, x€ R- Iy, yeR" 3y =f(x)

Ambil sebarang x € R

Pilihy =+v2x -1

fx)=v2x—1



y=+v2x—1

Sehingga y = f(x)
b. vxix; ER, x1 =%, - ¥, = f(x) =f(x,) =,

Ambil sebarang x;x, € R

Pilihy, = /2x; — 1

Y2 = \/m

Karenax; = x,makay, =/2x; —1=/2x, — 1 =y, atauy; = f(x;) =
f(x2) = y2

Berdasarkan bukti (a) dan (b) maka f(x) = +2x — 1 adalah fungsi sudah
TERBUKTI
C. Vye Rt n3axeR3y=f(x)

Ambil sebarang y € R*

Pilih x = X2
Sehingga f(x) = /2(%) -1
={y?+1-1
=Jy?
fG) =y

Jadi f : R » R* di mana f(x) = v2x — 1 adalah fungsi surjekti telah TERBUKTI
14. Selidiki apakah fungsi f : R — R dengan f(x) = x* + 2 merupakan Fungsi Injektif atau
bukan !
Ambil -1, 1+ di domain, sehingga diperoleh
f(-1) = (-1)>+2=3dan f(1) = (1)* +2 =3
berakibat f(-1) = f(1).
Karena terdapat dua elemen di domain yang memiliki peta sama di kodomain.
Jadi, fungsi f: R — R dengan f(x) = x* + 2 bukan Fungsi Injektif
15. Selidiki apakah fungsi f : R — R dengan g(x) = x° — 2 merupakan Fungsi Injektif atau
bukan !
Ambil sebarang X1, X, ¢ ® dengan g(X1) = g(X2) akan ditunjukkan x; = X,
Perhatikan :



g(x1) = g(x2)

(X))’ -2=(x)° -2
(x1)° = (x2)°

X1 = X2

Jadi, fungsi f: R — R dengan g(x) = x° — 2 merupakan Fungsi Injektif

16. f : R — R" di mana f(x) = x* merupakan fungsi surjektif
Bukti :
Dapat dikatakan fungsi apabila
1. Ux,XeR—dy,yeR" >y=1(x)
Ambil sebarang x € R
Pilih y = x?
y = x% = f(x)
y =f(x)
2. [IX1X2€ R, X1 =X — y1=1(X1) =1(X2) =y
Ambil sebarang x; X, € R
Pilih y1 = x¢%, Yo = X2
Karena X; = X, maka y; = f(X1) = f(x2) = y»
Sehingga f(x) = X Terbukti

f(x) = x* dikatakan fungsi surjektif apabila
JyeR"—dxeR >y =1(X)
Ambil sebarang y e R*
Pilih =y
f(x)= x°
=(Vy)*
=y
Sehingga f(x) = x* merupakan fungsi surjektif Terbukti

17. f : R — Rdengan f(x) = 5-7x? apakah merupakan sebuah relasi fungsi?



Bukti :
1) Pertama-tama, ambil sembarang x ¢ R, pilih y = 5-7x* akan ditunjukkan y = f (x)
Karenax e R — f(x) =5-7x* =y € R
2) Lalu tunjukkan apakah implikasi x; = x, — f(x;) = f(x;) bernilai benar.
f(x) = f(xz)
5-7x? = 5—7x2

—7x} = —7x3
i = -
xi = x5

Karena x; = x,, mengakibatkan f (x;) = f (x,) maka terbukti f(x) = 5-7x*adalah

fungsi.
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3.1 Kesimpulan
Materi yang telah diuraikan diatas, dapat dirangkum sebagai berikut.

1.  Himpunan adalah sebuah koleksi dari onjek-onjek yang terdefinisi dengan baik.

2. Aljabar himpunan adalah hukum-hukum yang berlaku pada himpunan untuk
menyelesaikan suatu masalah dalam himpunan.

3. Konsep fungsi dan pembuktian ini digunakan untuk memberikan gambaran konkrit
dari sebuah analisis dilihat dari segi perhitungan matematika.

4.  Sifat-sifat fungsi terbagi menjadi tiga yaitu: fungsi injektif, fungsi subjektif, dan fungsi
bijektif.

5. Manfaat mempelajari materi ini adalah membantu setiap orang yang mempelajari
logika untuk berpikir secara rasional, kritis, lurus, meningkatkan kemampuan berpikir
secara abstrak, cermat, dan objektif, menambah kecerdasan dan meningkatkan

kemampuan berpikir secara tajam dan mandiri.

3.2 Saran
Kami sadar dalam pembuatan makalah ini masih sangat jauh dari kesempurnaan,
baik dalam penulisan dan kata-kata yang ada di dalam makalah ini. Kami berharap para
pembaca dapat memahami dan mengerti semua pembahasan yang kami paparkan dala
makalah ini. Selain itu, kritik dan saran kami perlukan untuk membangun dalam

pembuatan makalah kami untuk kedepannya.



