Polinomial

Definisi 1
Polinomial adalah fungsi f: R — R yang nilainya di titik x adalah:

fxX) =apx™ +an_x" 1+ +ax+ag
dengan a,, # 0 dan a; € R untuk setigp I dengani = 0,1, 2, :--,n.
Dergjat polinomial t"disimbolkan dengan deg (f) = n adalah pangkat tertinggi dari polinomial f.
Jika pangkat tertinggi dari polinomial f adaiah n, makadeg (f) = n.
Teoremal
Jika f dan g masing-masing merupakan polinomial, maka terdapat dengan tunggal polinomia q
dan r sehingga

fx) =g)qx) +rx)

dengan deg(r) < deg(g) ataur(x) = 0.
Selanjutnya g (x) disebut hasii bagi dan r(x) sisa.
Jika derajat /"adalah n dan derajat g adalah m dengan m < n, maka derajat ¢ adalah n — m, dan
Sisanya yaitu r berdergjat paling tinggi m— 1.
Jikar(x) = 0, makadikatakan g(x) membagi f (x), dan ditulis g(x)|f (x).
Contoh 1
Tentukan a dan b sehingga (x — 1)?|(ax* + bx3 + 1).

Pembahasan:
Misa f(x) = ax* + bx® + 1, selanjutnya diperoleh:
1 a b 0 0 1
a a+b a+b athb
a atb a+b a+b a+tb+1

Karenalakar dari f(x) =ax*+bx3+1,mekaa+b+1=0<a+b=—1.

Juga diperoleh:
1 a a+b a+b a+b
a 2a+b 3a+2b
a 2a+b 3a+2b 4a+ 3b

Karena 1 akar dari g(x) = ax® + (a + b)x? + (a + b)x + (a + b), maka4a + 3b = 0.
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a+b=-1
4a+3b=0

Dengan menyelesaikan SPL tersebut diperoleh a = 3 dan b = —1.

Contoh 2

Diketahui fungsi kuedrat f(x) = ax? + bx + ¢, dengan a,b,c € R dan a # 0, memenuhi sifat-
sifat berikut:

1).Jikax € R, maka f(x —4) = f(2 — x) dan f(x) = x.

Diperoleh sistem persamaan linear {

2).Jikax € (0,2), maka f(x) < i;)z

3).Nilai minimum f (x) pada R adalah O.

Tentukan fungsi poiinomial f tersebut.

Pembahasan:

Berdasarkan (1), f(x—4)= f(2-x) untuk x € R, oleh karenaitu sumbu simetri fungsi kuadrat f

adalah:

(x—4)+(2-x)
2

Berdasarkan (3), nilai minimum f(x) pada R adalah 0, hal ini berarti grafik fungs f terbuka ke

X= =-1.

atas, akibatnya a > 0. Berdasarkan kedua kondisi tersebut diperoleh:
f(x) =alx+1)>2

dengana > 0.

2
Berdasarkan (1) diperoleh f(1) > 1 dan berdasarkan (2) diperoleh f(1) < (1;'—1) =1.Ha ini
berarti f(1) = 1. Akibatnya diperoleh f(1) =a(1+1)2 =1, yatu a= i Jadi  fungsi

polinomial tersebut adalah f (x) = = (x + 1)2.

Jikaf suatu polynomial berderajat n dan g(x) = x — a, maka diperoleh
fx) =& —-a)qx) +7
dengan r € R, dan deg(q) = n — 1.
Jikadiambii x = a, diperoieh f(a) = r, akibatnya bentuk tersebut di atas berubah menjadi:
f(x) = (x —a)qx) + f(a).
Jkaf(a) = 0, makaa disebut akar atau nital noi dari T.
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Definisi 2
Polinomial
) =apx™ +an_1x" 1+ +a;x+ag
dengan a,, # 0 disebut berkebaiikan (resiprokd) jikaa; = a,—; untuk i = 0,1,2,--,n.
Contoh
1). f(x) =x>+3x3+3x2+1
2). f(x) =5x% —2x® +4x° + 4x> — 2x* +5

Teorema 2 (Teorema Binomial Newton)

mn

(x = y)n . Z G:) xkyn—k

k=0
Teorema 3
1).Polinomial f yang berdergjat n dengan a,, # 0 adalah resiprokal jika dan hanya jika

1
xf (5) = Fe0.
2).Jikaf adalah suatu polinomial resiprokal berderajat ganjil, maka f habis dibagi oleh x + 1 dan
hasil baginya adalah polinomial resiprokal berderajat genap.
3).Jikaaadalah akar dar1 persamaan resiprokal f(x) = 0, makai jugaakar dari f(x) = 0.
Contoh 3
Polinomia f(x) = x° + 3x3 + 3x% + 1 merupakan polinomial resiprokal.
Pembahasan:
Perhatikan bahwa

1 1 3 3
) =mtmtat
xsf(l) :xS(_1_+i+i+ 1)
% -

1
x5f(—) =1+3x%+3x3+x°
x

1
x5f(;) =x>+3x>+3x%2+1 = f(x)
Berdasarkan Teorema di ates, f merupakan polynomial resiprokal. Lebih lanjut perhatikan bahwa

(+3x3+3x2+D):(x+ 1) =x*—x3+4x2 —x + 1.
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Hal ini berarti polinomial f(x) = x° 4+ 3x3 + 3x% + 1 habis dibagi oleh x + 1 dan hasil baginya
adalah g(x) = x* — x® + 4x? — x + 1, yaitu polinomial resiprokal berderajar genap.

Polinomial Simetrik dan Antisimetrik
Definisi 3
Polinomial f(x, y) disebut simetrik jika f(x,y) = f(y,x) untuk setiap x dany.
Contoh
D). fy)=x+y.

2). flx,y) =xy.
3). f(x,y)=x>y> (x> +y°).
Definisi

Polinomial f(x,y) disebut antisimetrik jika f (x,y) = —f (v, x) untuk setiap x dan y.
Contoh 4
Polinomial-polinomial berikut merupakan polynomial antisimetrik
D). fly) =(x-yx+y).
2). fx,y) =(x—-yxy.
3. fly) =(x-y°E"+y%)
Teorema 4
Jikaf suatu polinomial antisimetrik, maka f dapat ditulis dalam bentuk f(x,y) = (x — y)g(x,y)
dengan g(x, y) suatu polynomial simetrik.
Contoh 5
Perhatikan bahwa f(x,y) = (x — ¥)°(x® + y®) merupakan polynomial anti simetrik, sebab
fly) =x - +y°) =-(—-x)°¢° +x°) = —f(y,%).
dan
fy) =@ =)0 +y°) = (x =) —y)*® +y°) = (x —y)gx,y)

dengan g(x,y) = (x — y)*(x° + y°) merupakan polynomial simetiik.

Perhatikan bahwa untuk semua bilangan bulat positif n berlaku:

xn _I_yn — (x +y)(xn—1 =t yn—l) - xy(xn—z +yn—2).

oleh karena itu sistem persamaan simetrik non linear dalam dua variabel x dan y, pada
umumnya dapat disederhanakan dengan menggunakan substitusi:

oc=x+ydant = xy.
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Contoh 6

Selesaikan sistem persamaan non linear [xsx-:_}j : 33 SR 1)
Pembahasan:
Substitusikan secara berturut-turut persamaan berikut ke dalam persamaan (1)
2 +y5 = ()t +yh) - xy(e® +y%)
4yt = 3 +y3) - xy(x? +y?)
3+ = (x+ )2 +y?) —xy(x +y)
x2+y? = (x+y)(x+y)—2xy
diperoleh:
X +y> = (xx+y)e*+yh) —xy(d +y?)
= (x+(x+MGEE +y3) —xy(x? +y2)) — xy(x3 + ¥)
= (x+ 223 +y%) —xy(x + ) (2 +y?) —xy(x® +y°)
= x+A(x+»E2+y2) —xy(x +y) — xy(x +y)(x2 +y?) —xy((x +
W2 +y?) = xy(x +y))
= @+YPE +9%) ~2y@E +9P ~ 5@+ G 92—y 5+ +
yA) + (y)*(x +y)
= e+ +y) = 2xy) —xy(x+y)* —xy(x +y)((x +y)(x +y) -
2xy) = xy(x + ) ((x + ¥)(x +¥) = 2xy) + (xy)* (x +y)
= (x+9)° = 2xy(x +y)% —xy(x +y)® — xy(x +¥)® + 2(xy)?(x + y) —
xy(x +¥)° + 200 (x +y) + () (x +y)
= (x+y)°> =5xy(x +¥)®> +5(xy)%(x +y)
Jadi
x5 +y5 = (x +y)5 —5(x +y)3xy +5(x +y)(xy)2 .................. (3)

Dengan mengammbil ¢ = x + y dan t = xy. kemudian disubstitusikan ke dalam persamaan (3)
diperoleh:

0° — 503t + 50t% = 33.
Jadi diperoleh sistem persamaan baru

[JS — 503t + 5012 = 33 e, (4)
O =3 e (5)
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Dengan mensubstitusikan persamzan (5) ke dalam persamaan (4) diperoleh:
35-5-3%-t+5-3-t*=33
243 — 135t + 15t = 33
t2—9t+14=0
t—2)t=-7)=0
dan diperoleh penyelesaian t; = 2 dan t; = 7. Akibatnya diperoleh 2 (dua) sistem persamaan:
[x+y=3 e {x+y=3

xy =2 xy =17
Dengan menyel esaikan sistem persamaan {x;;}y::ZS diperoleh
x(3—x)=2

—x?+43x-2=0
x?—=3x+2=0
x—1Dx-2)=0
Akibatnya diperoleh
X1=1= y;=3-—x,=3-1=2
Xp=2=> y,=3—x,=3-2=1

Jadi diperoleh penyelesaian (1,2) dan (2,1).
: . x+y=3,
Dengan menyel esaikan sistem persamaan { xy =17 diperoleh

x(3—x)=7
—x*+3x-7=0
x*=3x+7=0
Persamaan kuadrat tersebut tidak mempunyai penyelesaian real, sebab diskriminannya yaitu
D=b*—4ac=(-3)?-4-1-7=9-28=-19<0.

x+y=

3. . :
xy =7 tidak mempunyai penyelesaian real.

Hal ini berarti sistem persamaan[

Contoh 7
Tentukan penyelesaian dari persamaan 197 — x + Vx = 5.

Pembahasan:
Misal y = Vx dan z = /97 — x, diperoleh
4\#97 —x+3x=5
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yt42*=97—-x+x=97
Jadi diperoleh system persamaan:

Substitusikan secara berturut-turut persamaan berikut ke dalam persamaan (6)
yr+zt = (32l +2Y) ~yaly* +27)
yi+z2 = (y+2)(y%+2%) —yz(y +2)
yi+2z2 = (y+2)(y+2)—2yz
diperoleh
yt+zt = 3+ +2)(? +22) —yz(y + 2)) — yz(y? + 2%)

= (0 +2)°0% +2%) —yz(y + 2)* — yz(y* + 2°)

= 0+ ((+ 2D +2) - 2yz) —yz(y + 2)* — yz((y + (¥ + 2) — 2yz)

= (y+2)* —2yz(y + 2)* —yz(y + 2)? — yz(y + 2)? + 2(yz)?

= (7 +2)* — 4yz(y + 2)* + 2(y2)?
Akibatnya diperofeh

y*+ 2zt = (v + 2)* — 4yz(y + 2)? + 2(yz)?
Dengan mengammbil ¢ = y + z dan t = yz, kemudian disubstitusikan ke dalam persamaan (6)
diperoleh:
97 = y* + z* = (y + 2)* — 4yz(y + 2)* + 2(y2)? = 0* — 402t + 2t?
o* —40%t + 2t = 97

Jadi diperoleh sistem persamaan baru

{04 — A2t 4 212 = 07 s (8)
c=>5 ST ()|

Dengan mensubstitusikan persamaan (9) ke dalam persamaan (8) diperoleh:

o — 40t + 2t = 97

5% — 4.5%t +2t?2 =97

625 — 100t + 2t? = 97

2t? — 100t + 625 —97 =0

2t2 — 100t + 528 =0
t? — 50t + 264 =0
(t—6)(t—44)=0
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dan diperoleh penyelesaian t; = 6 dan t, = 44. Akibatnya diperoleh 2 (dua) sistem persamaan:

[y+z:5 d [y+z=5
yz =06 yz = 44

y+z=5

Dengan menyel esaikan sistem persamaan { - diperoleh

y(5-y) =6
5y -y*=6
y2—5y+6=0
y-2)y-3)=0
diperoleh
V1W=2= 2=5—-21=5—-2=3
y,=3= 2, =5—2,=5-3=2
Jadi diperoleh penyelesaian (2,3) dan (3,2). Lebih lanjut diperoleh:
y1=2= 2=y, =4, =x =16
y,=3= 3=y, =4/x; = x, =81

_ _ y+z=5
Dengan menyel esaikan sistem persamaan { yz = 44

y(5—-y) =44
S5y —y? =44
—y?+5y—44=0
y:—5y+44=0
Persamaan kuadrat tersebut tidak mempunyai penyelesaian real, sebab diskriminannya yaitu
D =b?—4ac=(-5)?—4-1-44=25-176 = —151 < 0.

diperoleh

y+z=5

Hal ini berarti sistem persamaan [ vz = 44 tidak mempunyai penyel esaian real.

Jadi penyelesaian dari persamaan Y97 — x + Vx = 5 adalah x; = 16 atau x, = 81.

Contoh 8

Buktikan bahwa jika x; dan x, akar-akar dari persamaan x* —6x + 1 =0, maka xi* + x¥
adalah bilangan bulat untuk setiap bifangan bu'at positif n.

Pembahasan:

Jikax; dan x, akar-akar dari persamaan x> — 6x + 1 = 0, makadiperoleh:
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x1+x2=—~—&=6

c
X1Xy :E=1

Perhatikan bahwa untuk semua bilangan bulat positif » berlaku:
X+ Y = (x + y) (" + Y1) — xy(x"2 + yn2)
dengan mengambil x = x; dan y = x,, maka diperoleh:
X +xf = (0 + ) EF N+ 2B — e (]2 +257)
A Hag =600 a7 — (T + a7
Misal s,, = x7* + x, maka diperoieh persamaan rekursif
Sp = 65,1 — Sp-2,
dengan
So=XP+x)=1+1=2

S =X1+x,=6
Persamaan karakteristik dari persamaan rekursif s,, = 6s,_1; — S,_», adalah

x> —6x+1=0
dan penyel esaiannya adal ah:

—b + Vb2 — 4ac

2a
6 ++/(—6)2 —4(1)(1)
= 21
6 + 32
2

6 + 28
xl,ZZT

X12 =

X12 =

x; =3 ++8aaux, =3 —+8.
Adapun penyel esaian umumnye adalah:

%, = aA® + bAg,
sn=a(3+V8) +b(3-V8)".
Untuk so = 2, diperolen 2 = a. (3 +v8)" +b. (3 — V8)" atau a + b = 2.
Untuk s; = 6, diperolen 6 = a.(3 ++v8) + b+ (3 —8).
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/8 ‘1 /8 /8

(3 + ~ D + (3 — = NE = 6 (3 + ~ D + (3 — = NE = 6
=2 + \/ﬁ)?, « 1 /§ EFA(C3 + \/§)cr. + (3 — \/§)1J = & /§ _
€ 4 £ — = (= 4+ - ) A=+ ~ D + (= + ~ Ve — 23 4+ Y
—2V8=+5—-6—2V8
— e,
28 = /8

o — |
b=1Da+l1=2=>a=1.
Jadi diperoieh a = 1 dan b = 1, sehingga diperoleh penyelesaian umum:
sa=(3+v8) +(3-v8)".
Akibatnya diperoleh
K +xf=(3+V8) +(3-8)
Untuk membuktikan bahwa xi' + x5 merupakan bilangan bulat untuk setiap bilengan bulat
positif n dilakukan dengan Prinsip Induksi Matematika sebagai berikut:
1). Untuk n = 1, diperoleh x; + x, = 6 merupakan bilangan bulat. Jadi benar untuk n = 1.
2). Untuk n = 2, diperoleh
x2+x2=5,=6s;,—50=66—2=34,
merupakan bilangan butai. Jadi benar umuk n = 2.

3). Diasumsikan benar untuk n = k — 1 dan n = k, yaitu
k-1 K-
Xkl xf 1= (3+v8) +(3-V8) = dan

xk+xk = (3+V8) +(3-V8)"
masing-masing merupakan bilangan bulat.
Akan dibuktikan benar untuk n = k + 1 sebagai berikut:
X"yt = (Y)Y —xy (T 4y,

xFHL 4 ot = (o ap) (o +xk) — gz (al +ak )

6(3+v8) +(3-8)")-(3+v8) +(3-v9)"")
Perhatikan bahwa (3 +v8)" + (3—v8)" dan (3+v8)" " +(3-v8)"" mesing-

masing merupakan bilangan bulat, akibatnya x¥** + x¥*1 juga merupakan bilangan bulat.

i}

Jadi benar untuk n = k + 1.
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Oleh karena itu berdasarkan Prinsip Induksi Matematika Kuat disimpulkan bahwa xi* + x2
merupakan bilangan bulat untuk setiap bilangan bulat positif 7.

Contoh 9

Jika z bilangan real, selesaikan persamaan z® + 4z — 10z* + 4z + 1 = 0.

Pembahasan:

K edua ruas persamaan z° + 4z° — 10z* + 42z% + 1 = 0 dibagi dengan z* diperoleh:
. . 4 1
z+4z° - 10+ +—=0
7%z
1 4
Z4+?+422+Z—2—10=0
1 1
z4+-—4+4(22+—3)-10=0
z z

1 4 1
(z+—) —422—6——+4(22+—)—10=0
Z z2 z2

4

1 | 1
(z+—) —4(zz+—2)++4(zz+—2)—16=0
Z=) Z

Z
1 4
(z +—) =16
Z
Misal u :z+§,maka
ut =16,
diperoleh penyelesaian u = —2 atau u = 2.
Untuk kasus u = 2, maka:
1
Z == 2
Z
7z —2z4+1=0
(z-1)?%=0
diperoleh z; = 1.
Untuk kasus u = —2, maka
1
Z+—=-2
Z

z2+2z+1=0
(z+1)?=0
diperoleh z, = —1.
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Jadi diperoleh penydesaian z; = 1 atau z, = 1.

Contoh 10

Polinomial f(x) =1 —x + x? —x3 + - — x19 + x?° diubah menjadi polynomial g(y) = a, +
a1y + azy? + -+ a19y*° + azoy?° dengan mengambii y = x — 4. Nilai dari ag + a; + a, +
et Ay + Ay =

Pembahasan:

Perhatikan bahwa suku-suku dalam polinomia f(x) =1 —x +x2 —x3 + - — x19 + x%0
membentuk deret geometri dengan suku pertama 1 (a = 1), rasio r = —x dan banyaknya suku
n = 21. Oleh karena itu diperoleh:

_frt=1) 1-((-a)ft=1) -1 '#F1

== (=1 =3 =Fi
Misal y = x — 4, maka x = y + 4, akibatnya diperoleh

+4)°+1  (p+4* +1

gy =f+4 =

G+4H+1  y+5
Di lain pihak g(y) = ag + a1y + a;y? + -+ a19y™” + a5y, akibatnya diperoleh:
+4)*1 +1
Ao + a1y + azy® + -+ aey’? + azey*’ = %

Dengan mengambil y = 1, diperoleh:

(1+4)*'+1 5% +1
1+5 6

a[;.+£11+a2+"'+(119+a20=

Contoh 11
Misal f(x) = ax? + bx + ¢ dan misal f(x) = x tidak mempunyai akar-akar real. Tunjukan
bahwa f (f (x)) = x tidak mempunyai akar-gkar real.
Pembahasan:
Berdasarkan yang diketahui f(x) = x tidak mempunyai akar real, hal ini berarti tidak ada
bilangan real x yang memenuhi f(x) = x. Akibatnya f(x) # x untuk semua bilangan rea x,
yaitu f(x) > x atau f(x) < x untuk semua bilangan real x.
Jika f (x) > x untuk semua bilangan real x, maka

FF0) > f@) > x = f(F() > x,
untuk semua bilangan real x.

Jika f (x) < x untuk semuabifangan real x, maka
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FF)) < fx) <x = f(f(x)) < x,
untuk semua bilangan real x.
Hal ini berarti tdak ada bifangan rea x yang memenuhi f(f(x)) = x. Dengan kata lain
f(f(x)) = x tidak mempunyai akar real.

Latihan

1. Jika x; dan x, akar-akar dari persamaan x* + ax + bc = 0, x, dan x; akar-akar dari
persamaan x? + bx + ac = 0 dengan ac # bc. Tunjukkan bahwa x; dan x; akar-akar dari
persamaan x? + cx +ab = 0.

2. Tentukan semua penyelesaian real (x, y) dari persamaan:
y* +4y?x — 11y? + 4xy — 8y + 8x% — 40x + 52 = 0.

3. Buktikan bahwa jika f(x,y) suatu poiinomial simetrik dan (x —y)|f(x,y), maka (x —
YIf ().
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