K etak samaan

A. Ketaksamaan Cauchy-Schwarz
Teorema 1
Jikan € N, ay,ay, -, a, dan by, by, -+*, b,, barisan bilangan real, maka
(ayby + azby + -+ ayby)? < (a2 + a3 + -+ a2)(b? + b3 + -+ b2)

ditulis dengan notasi sigma diperoleh

S (505

i=1 i=1 i=1

Lebih lanjut, jika tidak semua b; = 0, maka kesamaan memenuhi (1.3) jika dan hanya jika
terdapat bilangan s € R sehingga a; = sb; untuk semuai = 1,2,3, -+, n.
Bukti:
Didefinisikan fungsi F: R — R dengan aturan:

F(t) = (ay — th))* + (ay — thy)? + - + (a, — thy)? untuk t € R.
Diperoleh F(t) = 0 untuk semua t € R. Selanjutnya F diuraikan sebagai berikut:
F(t) = a? —2a,bit + b?t? + a% — 2a,b,t + b3t? + -+ a2 — 2a,b,t + b3t?

= (a% + a3+ +dd) - 2(a1b; + azby + -+ + apby)t + (b + b3 + -+ + b)t?
Misal
A=a?+a5+--+ai  B=ab, +ab,+--+ayb,, C=bf+bs+ - +Db:
maka
F(t) = A— 2Bt + Ct>.
Perhatikan bahwa fungsi kuadrat selalu bernilai non negatif, yaitu F(t) = 0 untuk semuat € R,
oleh karenaitu persamaan kuadrat
Ct?—2Bt+A=0
tidak mungkin mempunyai dua akar real yang berbeda. Hal ini berarti diskriminan
A= b? —4ac = 4B* — 4AC = 4(B? — AC)
harus memenuhi A < 0, yaitu
B*2—AC<0
B* < AC
(ayby + azby + -+ aybhy)? < (a% +a% + -+ a2)(b? + b2 + -+ b2).
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Jika b; =0 untuk semua i =1,2,3,:--,n, maka kesamaan (1.3) dipenuhi untuk sebarang
pemilihan dari a; = 0. Selanjutnya diasumsikan tidek semua b; =0 (i = 1,2,3,-:-,n). Jika
a; = sb; untuk suatu s € R dan semua i = 1,2,3,:--,n, maka kedua ruas (1.3) sama dengan
s?(b? 4+ b3 + --- + b%)?. Sebaliknya, jika kesamaan berfaku dalam (1.3), maka haruslah A = 0.
Jadi persamaan kuadrat Ct*> — 2Bt + A = 0 mempunyai akar tunggal s. Akibatnya diperoleh:

a, —sbh; =0,a, —sb, =0,+,a, —sb, = 0.
atau

a; = sb; untuk semuai = 1,2,3,---,n

Akibat 2

Jkan € N, ay,ay, -+, a, dan by, by, -+, by, barisan bilangan real positif, maka

2

(2] =) (25)

Bukti:
Misdl x; = \/a;b; dany; = \E untuk semuai = 1,2,3,--+,n
Berdasarkan Ketaksamaan Cauchy-Schwarz

Cayr +x29, + -+ x,9)* < (F + x5 + -+ xD)(E+ys + -+ y2)

diperoleh:

(\/:1 ’a2+ -+ a%) <(a1b1+a2b2+ +a‘-'?. ?’l)( —|——--|- +b )
n

(ay +a, +-+ay)? < (a1b; + ayb, + - +ann)( -I- + +b)
n

b,
ditulis dengan notasi sigma diperoleh:

(2 <o) 23)

Contoh 1
Misalkan ¢, > 0 untuk k = 1,2,3, -+, n. Buktikan bawa

<(eptep++ )(1+1+ +1)
n° <(c +c; Cii s o)
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Pembahasan:

Diambil barisan a;, = \/c, dan b, = — untuk semuz k=123, ,n Berdasarkan

N

Ketaksamaan Cauchy-Schwarz

(ayby + azby + -+ apby)? < (a2 + a3 + -+ a2)(b? + b3 + -+ b2)

diperoleh:
1 4 1
(1+1+---+1)2s(c1+c2+---+cn)(——+—+---+-—)
Cq Cp Cn
<(eptep++ )(—1—+—1—+ +i)
n° < +c; Cii s o)
Contoh 2

Misalkan ¢, > 0 untuk k = 1,2,3, -+, n. Buktikan bawa

C1+C2+”'+Cn

Vn

<(R+cE++c2)2< (e + 0+ + )

Pembahasan:

Diambil barisan a; = ¢, dan b, = 1 untuk semua k = 1,2,3,---,n. Berdasarkan Ketaksamaan
Cauchy-Schwarz

(ayby + azby + -+ apbyp)* < (af + a5 + -+ af)(bf + b5 + -+ bh)
diperoleh:
(it + -+ <(cE+c2++cH)A+1++1)
(e ++c)? <n(ef+c3+-+ch)

(Cl + Cz + L Cn)z
n

<(c?+ci+-+cp)

C1+C2+”'+Cn

Vn

1
<(2+c2+-+c2)/2

Selanjutnya perhatikan bahwa
(ci+cy++ep)? = ct+ci+-+cf+2cic, +2c103++ 2¢n-1Cn

> cf+ci 4+
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Akibatnya diperoleh

(2 +c2+-+c2)2< (01 +cp ++ cp)
Berdasarkan kedua ketaksamaan di atas diperoleh

C1+C2+”'+Cn

Vn

<@+t D2+t o).

Contch 3
Misdl a, b, ¢ dan d bilangan-bilangari real positif. Buktikan bawa

a b c d 2
+ + + e
b+2c+3d c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c 3
Pembahasan:
Ambil barisan
(le X2,X3, X4) = (Cl, br C, d)
dan

(y1,¥2,¥3, Y1) = (b + 2c+3d,c + 2d +3a,d + 2a + 3b,a + 2b + 3¢)

Berdasarkan Akibat Ketaksamean Cauchy-Schwarz
4 4 4 2
Xi
()5 B
i=1 = i=1
diperoleh
a
(a(b + 2c +3d) + b(c + 2d + 3a) + c(d + 2a + 3b) + d(a + 2b + 3¢)) (m
b c

R Y T Y Y M g

)2(a+b+c+d)2

(ab + 2ac + 3ad + be + 2bd + 3ab + cd + 2ac + 3be + ad + 2bd + 3cd) (——
b+ 2c+3d

b c
= 2
+c+2d+3a+d+2a+3b+a+2b+36)_(a+b+c+d)
Diperoleh:
a b c d

b+2c+3d c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c

(a+b+c+d)?
~ ab+2ac+3ad+bc+2bd+3ab+cd+2ac+3bct+ad+2bd+3cd
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(a+b+c+d)?
~ 4ab+4ac+4ad+4bc+4bd+4cd

(a+b+c+d)?
~ 4(ab+ac+tad+bc+bd+cd)

Selanjutnya perhatikan bahwa
(a=bP+(@a—-c)+(@a—d)?*+b—-c)*+b-d)?+(c—-d)?*=0
a? —2ab + b? + a? — 2ac + ¢* + a*> — 2ad + d? + b? — 2bc + ¢? + b? — 2bd + d? + c?
—2cd+d*=0
3a? + 3b% + 3¢? + 3d? = 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd
3(a? + b? +c? +d?) = 2(ab + ac + ad + bc + bd + cd)

2
(a2+b2+cz+d2)2§(ab+ac+ad+bc+bd+cd)
a® + b? + c® +d? + 2ab + 2ac + 2ad + 2bc + 2bd + 2cd
2
Zg(ab+ac+ad+bc+bd+cd)+2ab+2ac+2ad+2bc+2bd+2€d

(a+b+c+d)?

6ab + 6ac + 6ad + 6bc + 6bd + 6¢d
3

2
Zg(ab+ac+ad+bc+bd+cd)+
Diperoleh:

8
(a+b+c+d)22§(Qb+ac+ad+bc+bd+cd)

Berdasarkan kedua persamaan di atas diperoleh:

a b € d
b+2c+3d c+2d+3a d+2a+3b a+2b+3c

(at+b+c+d)?
~ 4(ab+ac+ad+bc+bd+cd)

1
~ 4(ab+act+ad+bc+bd+cd)

(g(ab+ac+ad+bc+bd+cd))

2

3

Terbukti bahwa

a b & d
b+2£+3d+c+2d+3a+d+2a+3b+a+2b+36

2
e
3
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B. Ketaksamaan Chebyshev

Teorema 3 (Ketaksamaan Chebyshev)

Jika x4, x5, , Xy, dan y4,y,, -+, ¥, adalah bilangan-bilangan real tak negatif dengan x; < x, <
-+ < xp dan y; <y, < -+ <y, (keduanya barisan monoton naik) atau x; = x, = --- = x,, dan
Y1 = Y2 =+ = ¥y (keduanya barisan monoton turun), maka

X1Yn + X2Yn-1 + -+ )1 & (I:L + Xy e xn) (yl P oz +J/n)
n - n n

< X1Y1 XYz + 0+ XpYn
- n

atau dalam notasi sigma menjadi

n—1 1 1 mn
nszlyn—i < (Z x;‘) (Z J’a') =n ) Xy
[ i

i=0 i=1 i=1 =1
dan kesamaan terjadi jika barisan (x;)i%, atau (y;)j-, konstan.
Contoh 4
Tunjukkan bahwa untuk setiap bilangan asli n berlaku

n+1
1+V2+V3+-+vn<n 5

Pembahasan:
Ambil barisan (x;) dan (y;) denganx; = y; =+iuntuki = 1,2,3,-,n.i=1, 2, --.

Berdasarkan ketaksamaan Chebyshev diperoieh:

(ﬁﬁ+\/§ﬁ+\/§\/§+---+\/ﬁﬁ)>(\/T+\/§+x/§+---+\/ﬁ)2

n n

n(1+2+3++n) 2 VI+VZ+V3+-+vn)

n(%n(nm)2(ﬁ+ﬁ+v§+.-.+m2

nz(%(nﬂ))2(ﬁ+\/§+\/§+---+x/ﬁ)z

n ’n;12ﬁ+\/§+\/§+---+\/ﬁ
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Contoh 5
Tunjukkan bahwa jikaa, b, ¢ dan d bilangan-bilangan real positif, maka
(@+b+c+d) (1+1+1+1) > 16
a b ¢ d

Pembahasan:

Dengan menggunakan ketaksamaan Chebyshev untuk barisan bilangan (a,b,c,d) dan

(1 == E) diperoleh:

d'c’b’a

1IN a b ¢ d
td\_atrtctd

=

=1

1 1
(a+b+c+d) =Rk " -
2 > >

+
4 4

RN

(a+b+ +d)(l+1+1+1)>16
a ¢ a b ¢ d 7

C. Ketaksamaan Nesbitt
Lemma 4

Jikax dan y bilangan rea positif, maka% + % =2

2
y ANx
x_, ‘F(Z)+Zzo
y y X X
X

Bukti

Teorema 5 (Ketaksamaan Nesbitt)
Jikaa, b, dan c bilangan-bilangan real positif, maka

a i b i c >3
b+c c+a a+b 2
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Bukti:
f(a,b,c)

a b c

b+c c+a a+b

il

= 2 gt atatgl-3
b+c c+a atb

a+b+c a+b+c a+b+c

= b+c + a+c + a+b ~3
1 1
- (a+b+c)(b+c Q+§+M)—3

= 2Qa+2b+20) (o +——+—=) -3

a+c a+b

= —((a+b)+(b+c)+(a+c))(ﬁ;+ﬁ+$)—3

=B+ +@+)+@+b)(c-+—+—)-3
1

= [((b+6)+(a+6)+(a+b))(b+c _+_)_6]

a+c a+b
Hal ini berakibat:

1 1
2f(abc)—((b+C)+(a+C)+(a+b))(b+c+a+c+a+b)_6

Misal x = a + b, y = b + ¢ dan z = ¢ + a, makadiperoleh:

2f(a,b,c) = (x+y+z)(3+3+3)—6
= S dide et d ol dt 6
DD Er) e
>2+24+243-6=3.

Hal ini ekuivalen dengan

a b c 3

3
JbJ 2_ (=4 2—_
Ha.b,c) 2 b+c+c+a+a+b 2

Carall
Ambil barisan

(x1,x2,x3) = (a,b, )
dan

(y1,¥2,y3) =(b+c,c+a,a+b)
Berdasarkan Akibat K etaksamaan Cauchy-Schwarz
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(Z)(23)= (5

b c
b+c+c+a+a+b)
b
b+c+c+a+a+b

b
b+c+c+a+a+b

a b c (a+ b + ¢)?
e >
b+c c+a a+b  2ab+ 2ac+ 2bc

Selanjutnya perhatikan bahwa
(a=b)+(a—c)>+(b—-¢c)?=0
a? —2ab + b% + a%? —2ac +c? + b%* —2bc+c* 20
2a? + 2b% + 2¢? = 2ab + 2ab + 2bc

diperoleh

(a(b+c)+b(c+a)+c(a+b))( >(a+b+0)?

(ab+ac+bc+ab+ac+bc)( )2(4::n:+b+c)2

(2ab+2ac+2bc)( )z(a+.’::u+c)2

a?+b*+c*=ab+ab+bc
a? + b%* + c¢? + 2ab + 2ac + 2bc > ab + ac + bc + 2ab + 2ac + 2bc
(a+ b+ c)? = 3ab + 3ac + 3bc
Berdasarkan kedua persamaan tersebut diperoleh:
a b c o (a+ b+ c)? 3ab + 3ac +3bc 3

b+c+c+a+a+b_Zab+2ac+2bc_2ab+2ac+2bc_2'
Terbukti bahwe

a 5 b & & o 3
b+c c+a a+b ™2
Contoh 6
Jikaa, b dan c bilangan-bilangan real positif sedemikian hingga abc = 1, tunjukkan bahwa
1 1 1 3
+ + > -,
al(b+c) b3@a+c) c3(a+b) 2
Pembahasan:

Misal x = i,y z%, dan z :%, maka xyz = (c_l:) (%) G) :% = 1. Jugadiperoleh a = % b :i’

danc = i Akibatnya diperoleh:
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1 1 1 _ 1 1 1

= + +
3 3 3 S T L e e
a3(b+c) b3(a+c) c3(a+b) x3(y+z) y3(x+z 23(x+y)

x3yz = y3xz +_zgxy
y+z  x+z = xty

= (xyz) (;Tzz 'y +Z—2)

x+z  x+y

x2 yZ ZZ

y+z  x+z  x+y

Contoh 7

Diketahui segitiga ABC dengan panjang sisi-sisinya a, b dan ¢, tunjukkan bahwa

3 a b c
<

< + + <2
2  b+c c+a a+b

Pembahasan:

a

Ketaksamaan > < -2 + = + — telzh ditunjukkan dalam ketaksamaan Nesbitt di atas, dalam
2 b+c c+a a+b

2+ £ < 2 sehagai berikut.

hal ini tinggal ditunjukkan bahwa— + — + —
Perhatikan bahwa dalam suatu segitiga berlaku sifat jumlah panjang sebarang dua sisi segitiga
lebih besar dari panjang sisi ketiga. Oleh karenaitu diperoleh ketaksamaan sebagai berikut:
l.a+tb>c.
2).a+c>Dh.
3).b+c>a.
Perhatikan bahwa untuk a + b > ¢ diperoleh:
ac+bc > c?
& ac+bc+ac+bc>c?+ac+bc

< 2ac+bc)>cla+b+c)

< 2c(a+b)>cla+b+c)

2c c
= >
a+b+c a+b
Dengan cara yang sama diperoleh 25 > b dan 2a > 2 Berdasarkan hasil
a+b+c a+c a+b+c b+c
tersebut diperoleh:
a b c 2a 2b 2c _ 2@a+b+c)

+ + < + +

= =2.
b+c c¢+a a+b a+b+c a+b+c a+b+c a+b+c
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Jadidiperoleh:gs a b, Cc

b+c c+a a+b

Contoh 8
Misal a, b dan ¢ menyatakan panjang sisi-sisi segitiga. Buktikan bahwa

a 4 b & c 53
b+c—a c+a—b a+b—c™

Pembahasan:

Misdl x=b+c—a,y=c+a—bdanz=a+ b —c.Jelasbahwax >0,y > 0danz > 0.

:: _I- e :,‘ _v”-: ;l.u_.-n ;: —.- ex - b = x_ :.- l;),';v :-hn.i..
Er 4 k. A= sdzary == == fx A b—u L = PRl W
rocro—t. + s—ar o4 ik ook ek Y
D == =2 — B x + o ‘Lb y —|— Z =—t b — e
2 o e — 2 = —_ 2
diperoleh
y+z b x+z x+y
= — =
3 " 2’ 2
Selanjutnya diperoleh:
a b c _ V+zZ x+z x+y
b+c—a c+a-b a+b-c - 2x 2y 2z

X Z

= E(Z+E+_+_+E+Z)
2\x x y y z @z

- E(Z+£+E+£+E+Z)
2\x 'y x z y z

> %(2+2+2)=3.

b c

Terbukti bahwa —
b+

c-a c+a-b at+b—-c
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