BAB V
PERSAMAAN DEFERENSIAL ORDE SATU DERAIJAT SATU

Persamaan diferensial adalah persamaan yang berbentuk F (x, y, V', ¥/, ¥/, ...... ,y")=0
yang menyatakan hubungan antara independent variabel x, derendent variabel y dan
turunan-turunannya, v, y’, v/, ...... , Y.

Persamaan diferensial mempunyai orde (tingkat) dan derajad. Orde PD adalah turunan
tertinggi yang ada di dalam persamaan diferensial, sedangkan derajad PD adalah pangkat
pada turunan tertinggi dalam PD.

Contoh-contoh :

1.x2 +5y=6;o0rde PD: 1; derajad PD : 1

3 2
2. % +4(% )2+%=sinx;orde PD:3;derajad PD: 1
X X

3 2
3. (% )2 +%+ 2xy = 6; orde PD : 3 ; derajad PD : 2
X X

A. PERSAMAAN DEFERENSIAL TERPISAH
Bentuk umum: f(x)dx+ g (y) dy =0
Solusiumum: [ f(x)dx+ [g(y)dy =0
Contoh 1:

Selesaikan PD berikut : x> dx + (y +2)>2dy=0

Penyelesaian :

[x5dx + [(y+ 2)°dy = &1

3¢+ 1/3(y+2P=a
Xe+2(y+2)3=c(c=6c1)

Penyelesaian :

*)9ydy+4xdx=0 €= [9ydy+ [4xdx =0,
9

695 yi+2x2=c1

2 2
y X 1
€DdD—+—=c (c=— 1)
4 9 18



B. REDUKSI KE PERSAMAAN DEFERENSIAL VARIABEL TERPISAH

Bentuk umum
f1(x) g1 (y) dx+f2(x)g2(y)dy=0

reduksi dengan faktor integral (FlI) : , sehingga diperoleh :

1
91 ) f2 (®)

fi (x)dx_l_gz (y)dy—O

f2 (%) g1 () -

Penyelesaian umum :

f10 9o B _
fm dx+ [ A dy =c c=konstanta

Contoh 1:
Selesaikan PD berikut : (1 +2y) dx+(x—-4)dy=0

Penyelesaian :

1

FI =—( T2y (at)’ maka

1

m (L+2y)dx+(x—4)dy=0

1 1
QIE dx + f(1+2y) dy=0

-)fx% dx + f(l-l-12y) dy=Ci
2>In/x-4/+%In/ 1+2y/ =C;

=2 In/ x-4/ +In/1+2y/ = C, (C2 =2 Cy1)
>In (/x-4/)?>+In/1+2y/=C,

> n (x-4)2 (1+2y) = C(C = C3)

Contoh 2:

d 4
Selesaikan PD berikut : y__
dx xy-—-3x

Penyelesaian :
PD di atas dapat dituliskan sebagai :

(xy —3x)dy—4ydx=0 €=>» x (y-3)dy—4y dx =0



1
Fl :— diperoleh :
Xy

1
E[X(y-3)dy—4vdX]=0
= y—_3dy—idx=0
y X
S (1- > )dy-2dx=0
y
@ [(1— 3)dy-J3dx =
= y—3In/y/-4In/x/=c1
= y—=In(y)®-Inx*=c1
= y—Iny3x*=c
= IneY=In(y> x})=Inc(ci=Inc)
eV
= Iny3x4=lnc
eV
= y3x4=c = eV =cy3x?

PERSAMAAN DEFERENSIAL LINIER HOMOGEN
Bentuk umum
M (x,y)dx+N(x,y)dy=0
Dengan: M (AXx,Ay)=A" M(x,y)
N(Ax,Ay)=A" N (x,y)dan n =derajad PD homogen.
Prosedur penyelesaian :

i. Transformasi:y=Ux=» dy = x du + udx atau x = uy = dx = udy +ydu
ii. Reduksi PD ke PD variabel terpisah
iii. Selesaikan PD

X
iv. Gantikanu= % bila transformasinya y = ux dan u = ; bila transformasinya x = uy

untuk memperoleh variabel semula

Contoh 1.

Selesaikan PD berikut : 2x dy — 2y dx = ’ x2 + 4y2 dx

Penyelesaian :

PD di atas dapat dituliskan sebagai :



(2y + /x2+ 4y* ) dx - 2x dy
M (x,y) = 2y + /x2+ 4y*

2> M(Ax,Ay) =2Ay+A{ x%2+ 4y2

=N(2y+ /x2+ 4y* ) =AM (x,y)

=2 N(Ax,Ay) =-2Ax=A(-2x) =AN(xy)

N (x,y) = -2x

= N =1 =>» PD homogen derajad 1

Transformasi : y = ux = dy = udx + xdu

D(2ux+v x2 + 4u®x2 )dx—2x (udx+xdu)=0
= x dx + 2uxdx + 2 uxdx + 2 x> du + 3 u’x dx + 3 ux’du =0
= (x+2ux +2ux + 3u?x) dx + ( 2x> + 3ux?) du=0

= x(1+4u+3u?)dx+x*(2+3u)du=0

1
Fl "x2(1+4u+3u?)
1 2+4+3u
=» —dx+— du=0
X 1+4u+3u?
% 24+3u _ % 1 ; .
DIt gz WG €D [ [ %d (1+4u43u?) = G

= Inx+%In/1+4u+3u%/=Inc
= 2Inx +In/ 1+4u + 3u?/ =Inc3
= Inx2(1+4u+3u?)=Incs

= x>91+4u+3u?)=c3

2
>e1+aZ+3i)=c
x x?

R I<

= x?2+ 4yx + 3y? = C (C=C3)

PERSAMAAN DEFERENSIAL NON HOMOGEN

Bentuk umum



(ax+by+c)dx+(px+qy+r)dy=0

Penyelesaian PD :

i. Transformasi:u=px+qy+r=>(ax+by+c)=Au
ii. Rubah PD menjadi:Audx+udy=0

=2 Adx+dy=0

iii. Reduksi menjadi PD variabel terpisah
iv. SelesaikanPD;A [dx+ [dy=c=>x+y=0

Contoh 1:

Selesaikan PD berikut : (2x—5y+2)dx+(10y-4x—4)dy=0

a 2 1
9—:—:-——\

p -4 2

b -5 1 1

—_—_— = — =--

q 10 2 2

c 2 1

—_—— - —

r -4 2

1
u=10y—4x—4y-)2x—5y+2=-5u
1 1
-)PD:—Eudx+udy=0(--)—zdx+dy=0
1
Q—de+dy=cl

v+
= X+y=c
p XTy=a

=2 x-2y=c(c=-2c1)

2. Bila

#

Q |T
S 10

= maka diambil A =%

T o

Penyelesaian PD :

du—-pd
i. Transformasi:Px+qy=u=>dy= b

ii. ax+by=Au
du—pdx
q
iv. reduksi PD menjadi PD variabel terpeisah dan selesaikan PD
v. gantiu = px+ qy untuk peroleh variabel semula

iii. bentukPD:(Au+c)dx+(u+r)(

)=0



Contoh 1:
Selesaikan PD berikut : (3x+2y+1)dx—(3x+2y—2)dy=0

Penyelesaian :

a 3

_=_=1 —_—

p 3

b 2

—-===1 — A =1

q 2

c 1

_—=—=_1—

r -1

du-3d

Transformasi:u=3x+2y = dy= u - X

=1=»3x+2y=u

du-3d

> PD:(u+1)dx—(u—1)( “2 Xy=0

=2 2(u+1)dx—(4du—3udx—du+3dx)=0
=2 2u+2+3u-3dx—(u—-1)du=0

= 5u—-1dx—-u—-1du=0

1
FI : ——, maka
5u—1

u—1

=> dx - du=0
5u—-1
u—-1 A B
= — +
5u—-1 5 5u—-1
A (5u—-1) 5B

+
5 (5u-1) 5 (5u-1)

%(ASu— A)+5B)
5u—-1

Penyamaan koefisien :

u:1=1/5.A5=A====>A=1

1 4
u°:-1=-1/5A+1/5.5.B===>-1=-E.1+1B-)B=-E
1 -4 1 4 d
= dx-—+ du=0 €=2>dx-—du+- | .
5 (5u-1) 5 55u-1
1 4 d
= dx-—du+-— 4 =C1
5 55u—1



1 41
X -—Uu+=

. 5,Eln/Su—1)=c1

4
95X—u+E|n/5u—1/=C2(Cz=5C1)
5 5
91(5X—4)+|n/5u—10/=C3(C3=Z c2)
5
u=3x+2y===>z(5x—3x—2y)+In/|5x+10y—1/=C3

5
===>Z(x—y)+|n/|5X+10y—1/=C3

Contoh 2:

d 1-2y—4x
Selesaikan PD berikut : X
dx 1+2y+2x

Penyelesaian :
PD:1-2y—4xdx—(i+2y+2x)dy=0

2> (4x—2y—1)dx+2x+2y+1)dy=0

a 4

—:—:2 —_

p 2

b 2

—===2 — A\ =2
q 1

c -1

-_—=—=-1—-

r 1

= 2x+y=udandx+2y=2u

=>» dy =du—2dx
PD:(2u-1)dx+(u+1)dy=0

= (2u—-1)dx+(u+1)(du—2dx)=0

=» 2u dx—dx + udu + du -2u dx—2dx =0

= -3dx+(u+1)du=0
1
-)—3dx+(u+1)du=C1(--)-3x+5u2+u=cl
1
D u=2x+y -)-3x+54x2+4xy+y2)+2x+y=c1

> -6x+4x2+4y+y2+4x+2y=Cy(c2=2c1)

> 4x2+y2 +4xy + 2y —2X=C




. a b
3. Bila—=z-
P q

Penyelesaian :
i. Transformasi:u=ax+ by + c==du=adx+ bdy

V=px+qy+r==dv=pdx+qdy

du b dubd
dv ql qdu-bdv
= dx =
a bl ag-bp
p q
a du
dv = p dv| adv-pdu
Y= ]2 b Tag-bp
p q
ii. Bentuk PD
[q du-b dv] [a dv-p du]
ul|l——m———|+v|————| =
aq-b.p aq-b.p

aqg—bp#z0===>u(qdu—-bdv)+v(adv—pdu)
= qu—pvdu+(av—bu)dv=0
--->PD homogen

iii. Selesaikan PD homogen pada (ii)
iv. Gantikan u dan v dengan variabel semula
Contoh 1:

Selesaikan PD berikut : ( 2x — 5y + 3) dx — ( 2x + 4y

Penyelesaian :

a=2 p=2
b=-5 qg=4 > —z-
c=3 r=-6

Transformasi : u = 2x — 5y + 3 ===> du = 2dx — 5dy

v=2Xx+4y-6==>dv=2dx +4dy....

dari (1) dan (2) ===>

du -5
dv 4 4 du-5dv 4 du+5dv

dx = |§ ‘45| - T g+10 18

=0

-6)dy=0



2 dv+2du

|2 du|
VT

2 dv

> PD: u [4 dul—ngv] ) [2 dv1—82du

|=0

= u[4du—>5dv]-v(2dv—2du)=0

2> (44 +2v)du+(5u—-2v)dv=0

Transformasi U = zu =» dU = zdu + udz
= [4zv+2v][zdv+vdz] +[5zv—-2v]dv=0
= [422v+22zv+5zv—2v]dv+ (4zv? +2v?) dz
> v (422+7z2-2)dv+Vv?(4z+2)dz

1
Fl :————
v2(4z%2+7z2 -2)

1

- - 2042 — 2( g2 —_
ey V@ Tz =2 dvsy (42" + 72 —2) dz)]

1
=> — dv+ & dz=0
v 47> + 77 — 2

> Dipecah menjadi pecahan parsial.

47+2 _ 4742 B A + B
47247z -2 (4z—-1) (z+2)  (4z—-1) (z+2)

4742 _ A(z+2)+(4z-1) _ z(A+4B)+(2A-B)
(4z-1) (z+2)  (4z-1)(z+2)  (4z-1)(z+2)

Penyamaan koefisien :
Z A= A+ABI25 AB =8B o

Z°:2=2A-B ===>2=2 (4—-4B)-B

===>2=8-8B-B
6 2
:::>-6:-9B:::>B:—:—
9 3
2
D A:4-4()
8 12 8 4
=4-—=— -— =-—
3 3 3 3
47+2 2 1 4 1
— T — +_ —
472477 -2 3(42—1) 3 (3+2)



>1 -
A%

2 dz 4 dz
dv+— =
3 3

+
(4z-1) (z+2)
dv 2 dz 4 . dz _
IV 3 lm t3lem =@
2 4 1
-)Inv+§ In/z+2/+§.z In /4z-1/ =1

= 3Inv+2In/z+2/+In/4z-1/ =c2(c2=3¢c1)
= Inv3+In(z+2)? +1In (4z-1) = c2
= In[Vv3(z+2)? (4z-1) ] = c2

> 3 (z+2)2 (4z-1) =c3 (3= ¢%)

7= = -)v3(E +2)? (4E 1) =c
v v v

>3 [4u—v] [u+2v] 2 _ .

v v

= [4u-Vv][4+2v]? =c3
u=2x—-5y+3danv=2x+4y-6
> [4(2x-5y+3)—(2x +4y—6)][(2x=5y+3)+2 (2x+4y—6)]*>=c3
= [6x—24y+8][6x+3y-9]%=c3
=2 6[x—-6y+3]32[2x+y—-31%=c3

> [x-6y+3][2x+y-3P=clc=22 |

> [x—-6y+3] [2x+y—-31]*=c

E. BENTUK PERSAMAAN DEFERENSIAL :y f(x,y)dx+xg(x,y)dy=0
Penyelesaian PD

i. Transformasi:z = xy = dz = xdy + ydx

z
_ dz-y dx dz—x—dx
X

= dy

x dz—z dx
5 -~ -

x2

ii. Reduksi PD ke bentuk variabel terpisah
iii. Gantikan z = xy untuk peroleh variabel-variabel semula

Contoh 1:



Selesaikan PD berikut : (xy?+y ) dx+ (x?y—x)dy=0

z x dz—z dx
Transformasi: z=xy ===>y=— =D dy=—7—
X X

Z Z Z
-)PD.x—(xx—+1)dx+x(xx— -1)dy=0

-)xi (z+1)dx+x(z-1)dy=0

x dz—2z dx

z
-)x— (z+1)dx+x(z-1) Yz =0

2> z(z+1)dx+(x(z-1) dz—=z(z-1)dx)=0
2> z((z+1)-(z-1)dx+x(z-1)dz)=0

= 2zdx+(z-1)dz=0

9FI:L

XX
2 -1
= —dx+ i dz =0
X Z

dx dz

>z — +dz - =0
X Z

>2(% 4 fdz - [ =q

2> 2Inx+z—-Ilnz=c1

2
X

2> In—+z=¢
Z

2> In— +Inct=c1
Z

2 In— .e’=ca(c2=¢5)
VA

-)x— .ef=0
VA
x2=¢cy.z.e?
z=xy=»x>=c.xy.eY
-)x=cZye’XV
Contoh 2:

Selesaikan PD berikut : (xy? +y ) dx+ (x+x2+x3y?)dy=0

Penyelesaian :



PDL:y(xy+1)dx+(1+xy+x?y?)dy=0

dz-zd
Transformasi:z=xy =2y = Z s> dy = %
X X
dz-zd
S>prp: = (x£+1) dx+x(1+xi +X(1+x% 2)(#
X X X x x
xdz—zdx
')xi(z+1)dx+x+x(1+z+zz)(i—zz):o

> z(z+1)dx+(1+z+2*)(xdz—zdx)=0
2> z(z+1)-1+z+22 dx+x(i+z+2z%°)dz=0

= -2Zdx+x(1+z+22)dz=0

1
-z3x

> Fl:

dx  1+42+z3
> = -

?» — - — - — - — =0
x z3 72 z
> (& _dz fﬁ_ﬂ_c
X 73 72 -t
= |nx+ — +—-Inz=c
Z
1 1
2> In—+ +— =q
2z2 z

-)222InZi +1+2z2=c2*(c2=2¢1)

1
z=xy===>2x2y2InZ—+1+2xy= c2x2 y?

=2 1+2xy-X*v?lny=c xX*y? (c=c2)

PERSAMAAN DEFERENSIAL EKSAK

Bentuk umum :M (x,y)dx+N(x,y)dy=0

oM 0N
PD eksak =» — =—
dy 0x

Penyelesaian umum PD : f(x,y)=c1

Penyelesaian :



V.

ax

O0M 0N

Perlihatkan bahwa a—y S

ii. Integralkan M ( x, y ) terhadap x dengan y tetap

of
adx—l\/l(x,y)dx

Df(xy)=["M(xy)dx+ d(y)
- @ (y) = fungsi sembarang untuk y

f (x, y) hasil (ii) dideferensialkan pertialkan terhadap vy :

of 0 29
ay_ ay [f M(X'Y)dx]+ay
af

a—y =N ( x, y ), maka dengan hasil (iii) diperoleh :

d d x
a_zN(X’y)'a_y [J*M(xy)dx]

=> diperoleh @ (y) = fg—zdy
@ (y) masuk ke f ( x, y ) dari (ii)
Contoh 1:
Selesaikan PD berikut :
(x)-y)dx—xdy=0

Penyelesaian :

M(x,y)=x>— -——>6—M—0—1—1
Y)=Xmy === =
oM _ oN
ay_ Jx
JdN
N(X,y):-)( ::::>—:-1
d x

2> f(x,y)=C

LM (x,y)===>F(x,y) = (52 - y) dx=

of

— =N(xyvY) -)ai(lx3-VX+¢(v)=-x
y 3

oy



90—x+aiy D (y) = x

-)aiy By)=0DBy)=[0dy=c

1
-)f(x,y)=§x3—yx+cZ
1
-)cl-cZ=§x3-yx

1
-)§x3—yx=c (xC=c1-¢2)

Contoh 2
Selesaikan PD berikut : [ x> —y?] dx+ 2 xydy =0

Penyelesaian :

oM
|V|(X,V)=x2+y2 :::>E:O+2y=2y

ay_

oM _
aN
N(x,y)=2xy  ====>— =2y
dx
=2 f(x,y)=c
af

=M% y)==>f(xy)=["(x*+ y*)x

]
Wl

>
w

+

<
N

+
LS
=

of
a_y —N(X;V)

a 1
— (= 3 2 -
-)ay(zx +y2+ @ (y)=2xy

d
20+2xy+ — @ (y)=2xy
oy

0
-)a—y B()=0DB(Y)=Corrrrrrrrerrrererns

1
-)f(x,y)=§x3+yx+cZ

1
9C1-C2=§x3+yzx

0N
dx



1
-)§x3+y2x=c (c=c1-c2)
Contoh 3

Selesaikan PD berikut : (2x+3y+4)dx+(3x+4y+5)dy=0

Penyelesaian :

oM 0
—=—(2x+3y+4)=0+3+0=3
dy 0y
aM_ N
ay_ dx
0N d
— = — (3x+4y+5)=3+0+0=3
X Jx
2>f(xy)=a
of x
E=M(x,y)===>f(x,y)=f (2x + 3y + 4 ) dx
SXZHBYXFAX A D (Y) oo (1)
of

0
_y =N(x,y) -)a_y (x2+3yx+4x+ @ (y)=3x+4y+5
a
2> 0+3y+0+ a_y D(y)=3x+4y+5

ad
')a— D (y)=4y+5
y

23(y) =/(4y+5)y
R RV o o TR (2)
> f(x,y)=x*+3yx+4x+2y?>+5y+c;
=2 c1-C=x>+3yx+4x+2y?+5y

> x2+2y?+3yx+4x+5y =c (c=c1-¢2)

REDUKSI KE PERSAMAAN DEFERENSIAL EKSAK

Bentuk umum :M (x,y)dx+N(x,y)dy=0

Tet _6M¢6N
etapl —— -
P dy d x

Dengan Fl:u(x,y), sehingga PD menjadi



i. Tunjukkan PD tidak eksak[%—l\; F —]

u(x,y)[M(x,y)dx+N(x,y)dy]=0

Jenis —jenis F |

M _ aN
a. BilaZ m 9% - f(x) atau hanya fungsix > F I :ef ® %

am_ on
b. Bila = m 9% g (y) atau hanya fungsiy ===>F | = e[ "8 ¥
c. BilaM(x,y)dx+N(xy)dy=0adalah PD homogen dan

——— . 1
xM(x,y)+yN(x,y)¢0———>FI.—xM+yN
d. Bila PD dapat dituliskan sebagai berikut :

yf(x,y)dx+g(x,y)dy=0danf(x,y)dx=g(x, y), maka

1
Fl:
xM-—-yN

e. Persamaan xPy9(mydx+nxdy)+x"ys(uydx+vxdy)=0

Dengan p, g, r, s m, n, u, v adalah konstanta dan mv—nu # 0, maka F | : x<y®
f. FIldengan cara coba-coba:

Penyelesaian PD :

0N
X

. Tentukan F | yang tidak cocok
iii. Untuk F I jenis a sampai d maka pD menjadi eksak dan diselesaikan menurut PD eksak

Bila F | jenis e yang cocok, cari harga dan yang cocok
Contoh 1
Selesaikan PD berikut : (2y —x3) dx + xdy =0

Penyelesaian :

oM 0
—=— (2y—-x3)=2—
oy ay(v )
M ON
—— = —
ady dx
ON 1]
— = — (X =1—
dx ax( )
oM dN

Menentukan F | :

Q)
<
|
3
>

1]

N
[y
|

1]

1l
\4
-

—
X
Rl

> Fl=elf@dx - ef%dxz elnx =

=2 PD:x(2y—-x3)dx+x.x.dx=0



===>(2xy—x*)dx +x>dx =0

oM 0

-— —y4) =
oy 6y(2Xy x*)=2x
oM 0N
a—y—EQPDeksak
ON a
IN _ 9 2 _
dx (’)x(x) 2
2> f(xy)=a
f x
£=M(x,y)===>f(x,y)=f (2xy-x*)x
1
-xzy-g X2 F D (V) oo (1)

af d 1
— =N(xy) =2>— (Xy-=x+ @P(y)=x
y oy 5

d
9X2-0+a—y(25(y)=x2
> gy)-0===> By-

5y PM=0===> B(y)=c
1
-)f(x,y)=x2y—gx5+cZ
1
-)cl-cZ=x2y-Ex5
1
2> x2y-—x =2
5
Contoh 2:

Selesaikan PD berikut : (3 x?y?) dx+4x3y—12dy=0

Penyelesaian :

%I:aiy (3x*y?)=6X7y
oM on
dy 0x
a_z ) ai (4xy-12) =12x%y
Menentukan F I : %_]\;_ th _6x?y12x’y

_.2 _
M - 3X2y2 - y 9(y)



= F| :efg(Y)dx:ef%dy: 321lnY:elny2 = y2
=2 PD:y?(3x*y?)dx+y?(4x3y—12) dy=0

=2 3x2y*dx+(4x3y3-12y?2)dy=0

oM 0
-)Eza_y 3x2yt= 12x2y4= 12 x%y3
om_ on
ady dx
JON a
5% " 0w (4x3y3-12y?)=12x2y3-0=12x%y3
=2 f(xy)=c
af

—_— === = x 2,4
- Mxy) >f(xy)=f" 3x°y*x

SXCVHH DY) oo

9 f 9
ay “N(xy) DTyt Bly)=4xPy’-12y

0
= 4x3y3+ 3y Dy)=4x3y3-12y?

ad
')a— @ (y)=-12y?
y

> By)=[" -12y’y

=-4y3+c
D f(xy)=xy*-4y3+c
D ci-c=x3yt-4y3
=3yt -4yi=c C=ci-c

Contoh 3:

Selesaikan PD berikut : y (x+y ) dx—x?dy =0
Penyelesaian :

PD:(xy+y?)dx—x*dy=0

oM 0 ( Fy?)=x 42

ay_ay XYy+y")=x+2y
O0M 0N
— %
dy dx



M (X, y)=xy+y>= M (Ax, Ay ) =Ax, Ay + A2 y2 = A2 (xy + y?)
N(x,y)=-x2 = N(Ax, Ay)=2A%y? =A% (-x%)
=» PD homogen derajad 2

X(M (% y)+yN(xy)=x(xy+y?)+y(x*)=y

1
9F|.ﬁ

1 1
-)PD:ﬁ (xy+y?) dx+ﬁ (-x*)dy=0

-)[§+ %]dx-;—z dy=0

oM 0 1 1
—:—(1+l):-—+0:-—
dy dy v x y? y2
OM 0N
ay_(’)x
ON 0 X 1

_ (__) e pp—

dy dy ' y? y2
2flxy=ca

af 1

S==Mxy)===>f(xy)=["[5

| =

_|_

|
=§+In/x/+¢(y) ........................................................

X

af d x
7y =N(xvY) ')a_y(§+'”/x/+ ¢5(v)=-yz

X d X
')-y—2+0+a—y ¢(V)=-ﬁ
> L gy)=020()-=
oy (y) = (y)=c
-)f(x,y)=§+ln/x/+cz
X X
-)cl-cz=;+ln/x/ (--);+In/x/ =C

Contoh 4:



Selesaikan PD berikut : (x2y2 +2y ) dx + (2x—2x3y2)dy =0

Penyelesaian :

oM 0
Oy Ty (XVH)=3xy 2 T
O0M 0N
>——¢ —_—
dy dx
0N

3]
T ox (2x=2x3y?) = 2-6X2y?——

M(x,y)=x2y3+2y 2> M(AMAY)=A2x2, By +2 £\ M(x,y)
=» PD non homogen

PD:y(x?y2+2y)dx+x(2-2x2y?)dy=0

SFli—— - : -—
"XxM-yN ~ x3y3— 2xy—2xy+2x3y3  3x3y3
1
. 3 (423 3,2 _
-)PD.3X3y3y (x2y3 +2y) dx+3x3y3(2x—2xy)dy—0

1 2 2 2 _
>[5 iplec [ v

oM _ on
(’)y_ dx
ON_20 2 _ 2 ) = 4
dy dy '3x2y3 3y ' 3x3y2
2> f(x,y)=c
af L x| 1 2
T Mxy)===>f(xy)=/ [5"‘ 3){3—2]»/
==+Inx-—; 2+¢(y) ..............................................
of Jd 1 2 2
7y =N(xvy) ')a—y[§+|nX- 27t Bv)l=3 253 "3y
0 2
904‘32 3 +a_y¢(y)_3xzy3_3y
d 2
')a—y ¢(V)--g



_y_ 2
> D (y) _f_S_yy

_.2,

——3ny+C1

1 1 2
=2 f(x,y)=—Inx-—— -=Ilny +c
(x,y) 3 3X2y2 3 y 1

1 2 1
=2 ci-c==Inx-=-lny -——
1-C2 3 3 Yy 3X2y2

C3=Inx—2Iny-# [cs3=3(c1-¢c2)]

X 1 X 2.2
Ci=ln= -lne —=— =In = +IneXY
2 x2y2 2

= |2 ex®y?
= c3 [yz e ]
-))% ex2y2=C[C=eC3]

> x=Cyle ¥’
Contoh 5:
Selesaikan PD berikut : 8 y dx + 8 xdy + x> y? (4 ydx+5xdy)=0
Penyelesaian :
Fl:xx yP
= PD:xx v [8ydx +8xdy+x2y2(4ydx+5xdy)]=0
=>8lxo< yB+1 dy + 8 x =+1 yB d}l+fpx+2 yB+4dx+5x°<+3 yB+3dyl/ =0

Y Y
I I

lod [xetl vy )= (oc+1 )< x yP* i dx + (B+1) x*+1 yB dy
-)%1:3;—1 2> x =8

:d (x<3 yB*4 ] = (oc+3 ) x*+2 yP* dx + ( B+4 ) xx+3 yB+3 dy
> =P €3 Sx+15-4B+ 16 €D Soc=4pl

= (1) ke (2):5x=4x+1=>x=1danB=1

=2 Fl:xy

= PD:8xy2dx?+8x2ydy+4x3y>dx+5x*y*dy=0

=====>[8xy2+4x3y5]dx+ [8X2y+5x4y4]dy:0



oM 0
—=— (8xy?’+4x3y>)=16xy + 20 X3 y*

dy Ody
oM _ N
6y_ d x

dN o0

——_ 2 4417 = 3.4

oy "y [8x*y+5x*y*]=16xy+20x%x°y

ef(X,V)=C1

of x

£=M===>f(x,y) =7 [8xy*+4x3y°] dx

S N Vo /) N () [P RR P (1)
of

9
oy “N==> Do (4 Xty B (y)] =8xy 45ty
9

-)aiy B(y)=0 ===> B (y) = 2

2> f(x,y)=4x>y? +x*y’ +c2
D ci-=4x2y +xty?

2> 4x2y2+x*y°=6 (c=c1-c2)

PERSAMAAN DEFERENSIAL LINIER DERAJAD SATU
Bentuk umum :Z—Z+y(P(x))=Q(x)

Fl:elPGodx

Penyelesaian umum :

y el P&dx = [0 (x) el Pdx gxs C

Penyelesaian :

i. TentukanF I
ii. Integrasikan ruas kanan penyesuaian umum

Contoh 1:
Selesaikan PD berikut :% +y=2+2x

Penyelesaian :



P(x)=1
FlzelPOOdx - pfdx _
Q(x)=2+2x
2 ye =[(2+2x) e*dx
=f2e*+2(xe*-[e* dx )+c

=2eX+2xeX-2e*+c

=2xe*+¢
y=2x+ce”
Contoh 2:
& _ _ 2
X - =y (1-xtgx)+x%cosx

Penyelesaian :

PD: x ¥

- _ _ 2
o y [ 1-xtgx] + x? cos x

- Z—z +y[tgx—%]+xcosx
1
-> P(x)=tgx—;
Fl = e P (®dx

Q (x) = x cosx

= ef(tg_% )dx

=elnxcosx
— aln 1 __1
B X cosx  xcosx
1 1
9yxcosx _fQ(X)'xcosx
=[x cos. ! dx= [dx=x+c

X COSX

= y =x% COSX + C X COSX

Contoh 3:

— A —Inx cosx - Inx
=e



Selesaikan PD berikut : 2 =22 x2 &
dx X

Penyelesaian :

dx x
=.2
PP (x)=-
Fl = e P @dx — ef—%dx: e~ 2lnx — o— Inx*
Q(x) = x?% e*

PERSAMAAN DEFERENSIAL BERNOULLI

Bentuk PD:Z—z+yP(x) =y"Q (x),dann # 0

i, —y-n+l dz _ 1 _ -n 4y
Transformasi:z=y™" -)dx—(l n)y =

dy _ 1 ndz
dx (1—n)y dx

1 dz

= PD: i yt—+zy"P(x) = y" Q(x)

>Z+ 1-mzP) = Q) (1-n)

Penyelesaian umum : ze/ (1= PCdx= [ Q(x) (1=n) el P&

Penyelesaian :

dy 1 o dz

. P —yln = — —
. Transformasi:z=y*" 0= o= y"

ii. Selesaikan PD
iii. Transformasikanzdgy

Contoh 1:



dy — w2
oYXy

Penyelesaian :
P(x)=1
Q(x)=xdann=2

. 1
Transformasi:z=y!"= y12=y-1==

y
dz _ 1 —2 dy _ . _2dy
> dx ~ 1-2 y dx dx

-)PD:—yZ%—yzxy2

dLrl-x €Ltz =
2> P(x)=1
Fl = ef PDdx = pdx = px
Q(x)=-x

Dze'= [Q()e¥ dx= [—xe*dx
=-xe*+e*+c
=eX(1l-x)+c

2> z=1-x+ce*

z=§-)% =]1-x+ceX

1
=-=1-x+ce”
y

Contoh 2:

Selesaikan PD berikut :
X dy +y dx = x3 y® dx
Penyelesaian :

dy
PDix —+y= x3y®

. 1
n=:6===>transformasi:z=y!"=ylt=y-5= >

dy _ 1 6 dz

dx 1-6 dx

1 6dZ

T s dx



L _3y5- 5P 35, _y2
dx x dx x
>P(x)=-2
X
Fl : of P®dx = =5 fdyx = g5 lnx - elnxis
Q(x)=-5x?

2>z x5=-5[x?x"%dx= -5 [x3dx

Contoh 3 Selesaikan PD berikut:
X Z_Z +y=xy?Inx
Penyelesaian :
PD: 24 2= y2Iny
dx ' x
n =2 ===>transformasiz=y 2=y"! =%

d 1 d d
I S N i N X

dx ~ 1-2 dx dx

S>PD:-y2Z 4 §= y?Inx

dx
dz 1 -1 _
il A Inx
d 1
> Z— - z=-Inx
dx x
P(x)=— =
1 1
Fl=e J3% = g-tnx oy 21
X
Q (x) = - Inx

-)z.%= —fInx. %dx= —[Inxdinx = —%ln2x+c



1,2
-)z=cx—5ln X

1
z=-
y

>1l-x-Lxnx

y 2
J. Nilai Awal ( Initial Value Problem)
Contoh 1:

Selesaikan PD berikut :

dy
xa+y—0,y(1)—1

Penyelesaian :
PD:xdy+ydx=0
y x
dy dx _
')f7+ J==a
=2 Iny+Inx=c;
=2 Inyx=Inc2(c1=Incz)

yX:C2 ====>C = 1
dy()=l===>=c.1" ="

Contoh 2:

Selesaikan PD berikut :

dy y+x _
I = y_x-}’(o)—z
Penyelesaian :
oM
9y ou (y+x)=1
PD eksak

0N
ax Tox CYYXI=1

=2 f(x,y)=c

L =My Doy = o) X =h Xk B ()

_ of_ 9 1, -
== ay_N(X’Y)-)ay(Z X*+yx+@(y) =x-y



-)0+x+aiy Dy =x-vy

0

-)a_y D(y) =-y

() = -ydy=-5y+c
-1 1.2
-)f(x,y)—zx tXy- 3V HQ

1
X2 +xy- oy

N[

C2-C2=

C=x%+2xy—y? (c=2(c2-c2))
y(0)=2===>¢=0+0-22=>c=-4
===>-4=x2-y2+2xy+4=0
Contoh 3:
Selesaikan PD berikut :
%+y=ex,y(1)=0
Penyelesaian :
P(x)=1

Fl= el Pdx — pfdx — px

Q(x) = e

yex=[e*. e¥dx= [e* de* = %e2x+c

-)y=%ex+ce_x

1
V(1)=0===>0=%e+ce'1-)c=zfel= —%ez



