
 

 

15. 𝛼 +
1

𝛼
∈ ℤ Buktikan 

𝛼𝑛 +
1

𝛼𝑛
∈ ℤ, ∀ 𝑛 ∈ ℕ 

Solusi: 

a) untuk n=1 

𝛼1 +
1

𝛼1 = 𝛼 +
1

𝛼
∈ ℤ (Benar) 

b) Diasumsikan BENAR Untuk n=k 

𝛼𝑘 +
1

𝛼𝑘
∈ ℤ 

c) Akan dibuktikan untuk n=k+1 BENAR 

𝛼𝑘+1 +
1

𝛼𝑘+1
= 𝛼𝑘 ∙ 𝛼 +

1

𝛼𝑘 ∙ 𝛼
= (𝛼 +

1

𝛼
) (𝛼𝑘 +

1

𝛼𝑘
) − (𝛼𝑘−1 +

1

𝛼𝑘−1
) 

Untuk (𝛼 +
1

𝛼
) ∈ ℤ, BENAR (Berdasarkan n=1) 

Untuk (𝛼𝑘 +
1

𝛼𝑘) ∈ ℤ, BENAR (Berdasarkan n=k) 

Untuk (𝛼𝑘−1 +
1

𝛼𝑘−1
) ∈ ℤ, BENAR (untuk ∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑛 > 0) 

Bukti:  

Kita mempunyai 𝛼0 +
1

𝛼0 = 2 ∈ ℤ, dengan asumsi bahwa 𝛼𝑘 +
1

𝛼𝑘 ∈ ℤ, anggap untuk 

𝑛 ∈ ℕ  

Akibatnya 

𝛼𝑘−1 +
1

𝛼𝑘−1
∈ ℤ 

Sehingga: 

𝛼𝑘+1 +
1

𝛼𝑘+1
= (𝛼 +

1

𝛼
) (𝛼𝑘 +

1

𝛼𝑘
) − (𝛼𝑘−1 +

1

𝛼𝑘−1
) 

Berdasarkan sifat tertutup bilangan bulat, 

ℤ ∙ ℤ − ℤ = ℤ2 − ℤ ∈ ℤ 

Jadi terbukti ∀𝛼 ∈ ℝ, ∋  𝛼 +
1

𝛼
∈ ℤ berlaku 𝛼𝑛 +

1

𝛼𝑛 ∈ ℤ, ∀ 𝑛 ∈ ℕ 



 

 

16. Buktikan 1 <
1

𝑛+1
+ ⋯ +

1

3𝑛+1
< 2 

Solusi: 

a) Untuk 𝑛 = 1  

𝑓(𝑛) =
1

𝑛 + 1
+ ⋯ +

1

3𝑛 + 1
 

𝑓(1) =
1

2
+

1

3
+

1

4
=

13

12
 

𝑗𝑎𝑑𝑖 1 < 𝑓(𝑛) < 2 (BENAR) 

b) Diasumsikan BENAR Untuk 𝑛 = 𝑘 

𝑓(𝑛) =
1

𝑛 + 1
+ ⋯ +

1

3𝑛 + 1
 

𝑓(𝑘) =
1

𝑘 + 1
+ ⋯ +

1

3𝑘 + 1
 

𝟏 < 𝒇(𝒌) < 𝟐 

c) Akan dibuktikan untuk 𝒏 = 𝒌 + 𝟏 juga BENAR 𝒇(𝒌) < 𝒇(𝒌 + 𝟏) 

𝑓(𝑘 + 1) =
1

𝑘 + 2
+ ⋯ +

1

3𝑘 + 4
 

= −
1

𝑘 + 1
+

1

𝑘 + 1
+ ⋯ +

1

3𝑘 + 1
+

1

3𝑘 + 2
+

1

3𝑘 + 3
+

1

3𝑘 + 4
 

= 𝑓(𝑘) −
1

𝑘 + 1
+

1

3𝑘 + 2
+

1

3𝑘 + 3
+

1

3𝑘 + 4
 

= 𝑓(𝑘) −
2

3𝑘 + 3
+

6𝑘 + 6

(3𝑘 + 2)(3𝑘 + 4)
 

Perhatikan 

6𝑘 + 6

(3𝑘 + 2)(3𝑘 + 4)
>

2

3𝑘 + 3
 

Maka:  

𝒇(𝒌) < 𝒇(𝒌 + 𝟏) 

Karena 𝟏 < 𝒇(𝒌) < 𝒇(𝒌 + 𝟏) maka benar jika 𝟏 < 𝒇(𝒏) < 𝟐 

  



 

 

17.   ∀𝑛 ∈ ℕ, terdapat 𝑓(𝑛) = 𝑔(𝑛) dengan 

𝑓(𝑛) = (1 −
1

2
) + (

1

3
− ⋯ ) + (

1

2𝑛 − 1
−

1

2𝑛
) 

𝑔(𝑛) =
1

𝑛 + 1
+ ⋯ +

1

2𝑛
 

Adb. 𝑓(𝑛) = 𝑔(𝑛) 

a) Untuk 𝑛 = 1 

𝑓(1) = (
1

2.1 − 1
−

1

2.1
) = 1 −

1

2
=

1

2
 

𝑔(1) =
1

2𝑛
=

1

2.1
=

1

2
 

𝑓(1) = 𝑔(1) 

BENAR untuk 𝑛 = 1  

b) Diasumsikan BENAR untuk 𝑛 = 𝑘 

𝑓(𝑘) = (1 −
1

2
) + (

1

3
− ⋯ ) + (

1

2𝑘 − 1
−

1

2𝑘
) 

𝑔(𝑘) =
1

𝑘 + 1
+ ⋯ +

1

2𝑘
 

BENAR untuk 𝑓(𝑘) = 𝑔(𝑘) 

c) Akan dibuktikan untuk 𝑛 = 𝑘 + 1, karena 𝑓(𝑘) = 𝑔(𝑘) maka  

𝒇(𝒌 + 𝟏) − 𝒇(𝒌) = 𝒈(𝒌 + 𝟏) − 𝒈(𝒌) 

 

𝑓(𝑘 + 1) = (1 −
1

2
) + (

1

3
− ⋯ ) + (

1

2𝑘 − 1
−

1

2𝑘
) + (

1

2𝑘 + 1
−

1

2𝑘 + 2
) 

𝑓(𝑘 + 1) = 𝑓(𝑘) + (
1

2𝑘 + 1
−

1

2𝑘 + 2
) 

𝒇(𝒌 + 𝟏) − 𝒇(𝒌) =
𝟏

𝟐𝒌 + 𝟏
−

𝟏

𝟐𝒌 + 𝟐
 

 

𝑔(𝑘 + 1) =
1

𝑘 + 2
+ ⋯ +

1

2𝑘 + 2
 

𝑔(𝑘 + 1) = −
1

𝑘 + 1
+

1

𝑘 + 1
+

1

𝑘 + 2
+ ⋯ +

1

2𝑘
+

1

2𝑘 + 1
+

1

2𝑘 + 2
 



 

 

𝑔(𝑘 + 1) = 𝑔(𝑘) −
1

𝑘 + 1
+

1

2𝑘 + 1
+

1

2𝑘 + 2
 

𝑔(𝑘 + 1) − 𝑔(𝑘) =
1

2𝑘 + 1
+

1

𝑘 + 1
(−1 +

1

2
) 

𝒈(𝒌 + 𝟏) − 𝒈(𝒌) =
𝟏

𝟐𝒌 + 𝟏
−

𝟏

𝟐𝒌 + 𝟐
 

Terbukti  

𝒇(𝒌 + 𝟏) − 𝒇(𝒌) = 𝒈(𝒌 + 𝟏) − 𝒈(𝒌) 

Jadi 

∀𝑛 ∈ ℕ, terdapat 𝑓(𝑛) = 𝑔(𝑛) dengan 

𝑓(𝑛) = (1 −
1

2
) + (

1

3
− ⋯ ) + (

1

2𝑛 − 1
−

1

2𝑛
) 

𝑔(𝑛) =
1

𝑛 + 1
+ ⋯ +

1

2𝑛
 

  



 

 

18. Buktikan (𝑛 + 1)(𝑛 + 2) … 2𝑛 = 2𝑛 ∙ 1 ∙ 3 ∙ 5 ∙ … (2𝑛 − 1), ∀𝑛 ∈ ℕ 

Solusi: 

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) … 2𝑛 = 2𝑛 ∙ 1 ∙ 3 ∙ 5 ∙ … (2𝑛 − 1) 

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2) … 2𝑛 = 2𝑛 ∙ (2𝑛 − 1)! 

a) Untuk 𝑛 = 1 

2 ∙ 1 = 21 ∙ (2 ∙ 1 − 1) 

2 = 2 

BENAR 

b) Diasumsikan BENAR untuk 𝑛 = 𝑘 

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2) … 2𝑘 = 2𝑘 ∙ (2𝑘 − 1)! 

c) Akan dibuktikan BENAR untuk 𝑛 = 𝑘 + 1 

((𝑘 + 1) + 1)((𝑘 + 1) + 2) … 2(𝑘 + 1) = 2(𝑘+1) ∙ (2(𝑘 + 1) − 1)! 

(𝑘 + 2)(𝑘 + 3) … (2𝑘 + 2) = 2(𝑘+1) ∙ (2𝑘 + 1)! 

(𝑘 + 1)(𝑘 + 2)(𝑘 + 3) … (2𝑘)
(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)

(𝑘 + 1)
= 2(𝑘+1) ∙ (2𝑘 + 1)! 

2𝑘 ∙ (2𝑘 − 1)!
(2𝑘 + 1)(2𝑘 + 2)

(𝑘 + 1)
= 2(𝑘+1) ∙ (2𝑘 + 1)! 

2𝑘 ∙ (2𝑘 − 1)!
2(2𝑘 + 1)(𝑘 + 1)

(𝑘 + 1)
= 2(𝑘+1) ∙ (2𝑘 + 1)! 

2𝑘+1 ∙ (2𝑘 − 1)! (2𝑘 + 1) = 2(𝑘+1) ∙ (2𝑘 + 1)! 

2(𝑘+1) ∙ (2𝑘 + 1)! = 2(𝑘+1) ∙ (2𝑘 + 1)! 

Terbukti! 

BENAR untuk 𝑛 = 𝑘 + 1 

Terbukti (𝑛 + 1)(𝑛 + 2) … 2𝑛 = 2𝑛 ∙ 1 ∙ 3 ∙ 5 ∙ … (2𝑛 − 1), ∀𝑛 ∈ ℕ 


