Anti Turunan dan Integral Tak Tentu

Indikator Pencapaian Hasil Belajar

Mahasiswa menunjukkan kemampuan dalam :

Menghitung integral taktentu dengan menggunakan aturan pangkat, sifat linier dan  substitusi 

Materi Ajar

Dalam matematika tidak jarang kita bekerja dengan pasangan invers. Invers penting peranannya dalam menyelesaikan suatu persamaan. Misalnya dalam menyelesaikan persamaan 
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 kita menggunakan penarikan akar sebagai invers dari perpangkatan. Jika kita ingin menyelesaikan persamaan yang melibatkan turunan kita memerlukan inversnya, yakni fungsi yang turunannya diketahui yang disebut antiturunan atau integrasi. 

Definisi :

Fungsi 
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 disebut suatu anti turunan dari fungsi 
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 pada interval 
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 jika 
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Soal  :
Cari suatu anti turunan dari fungsi 
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Perhatikan bahwa 
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, semua adalah anti turun dari 
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. Secara natural kita bisa mempertanyakan apakah secara umum penambahan sebarang konstanta pada anti turunan 
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 yang diketahui akan memberikan anti turunan juga ? Pertanyaan berikutnya yang mungkin muncul adalah apakah ada anti turunan yang tidak dapat diperoleh dengan menambahkan konstanta pada anti turunan yang diketahui ?  

Teorema berikut menjawab pertanyaan tersebut :

Teorema 1:

Jika 
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 adalah sebarang anti derivatif dari 
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 pada interval I, maka untuk setiap konstanta C , fungsi [image: image19.png]F(x)+C



 adalah juga antiturunan pada interval I.  Lebih lanjut setiap anti turunan dari [image: image21.png]


 pada interval I dapat dinyatakan dalam bentuk [image: image23.png]F(x)+C




Jadi jika suatu fungsi 
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 memiliki anti turunan,  maka bisa dibentuk keluarga dari semua anti turunan dan setiap anggotanya dapat diperoleh satu sama lain dengan menambahkan konstanta yang bersesuaian.  Kita menamakan keluarga fungsi ini dengan anti turunan umum dari  
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.  Selanjutnya anti turunan umum biasanya disebut tanpa kata “umum”.  

Leibniz menyebut anti turunan sebagai integral tak tentu. Proses mencari anti turunan dinamakan mengintegralkan. Leibniz menggunakan simbol 
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 untuk menunjukkan integral tak tentu dari 
[image: image27.wmf]f

.  
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disebut tanda integral dan 
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 disebut integran. Jadi kita mengintegralkan integran berarti menentukan integral tak tentu. 

Soal : 

Cari integral tak tentu yang berikut :

 a)  
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Teorema-teorema berikut membantu kita dalam mengintegralkan suatu fungsi 

Teorema 1 : Aturan Pangkat 
 Jika 
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 sebarang bilangan rasional , 
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Teorema 2 :
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Teorema 3 : Kelinieran dari 
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 Misal 
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 dan 
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 mempunyai anti turunan dan misal 
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 suatu konstanta. Maka :
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Soal : 
Cari integral tak tentu berikut :

a. 
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Teorema 4 : Substitusi Integral Tak Tentu

Misal 
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adalah fungsi yang dapat diturunkan dan 
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adalah suatu anti turunan dari 
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Soal : 

Gunakan substitusi untuk menghitung integral tak tentu berikut :

 a. 
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Integral Tentu 

Indikator Pencapaian Hasil Belajar 
Mahasiswa menunjukkan kemampuan dalam :
1. Menghitung integral tentu dengan menggunakan teorema dasar kalkulus dan sifat-sifat integral tentu ( kelinieran, penambahan selang, pembandingan, keterbatasan ) 

2. Menghitung integral tentu dengan menggunakan teknik substitusi

3. Menghitung integral tentu dengan memanfaatkan kesimetrian

4. Menghitung integral tentu dengan memanfaatkan keperiodikan
Materi Ajar

Tinjau 
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fungsi yang terdefinisi pada interval tutup. Bagi selang tersebut atas berhingga selang bagian yang tidak berimpit. Pada setiap setiap selang bagian ambil sebuah titik sebarang. Sebagai ilustrasi perhatikan gambar berikut :
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Bentuk penjumlahan bertanda dari luas persegi panjang yang ukurannya ditentukan oleh panjang selang bagian dan nilai fungsi di selang bagian. Penjumlahan itu dinamakan Jumlah Riemann untuk 
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.
Interpretasi geometrinya dapat diilustrasikan pada gambar berikut :
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[image: image68.png]A Riemann sum interpreted as
an algebraic sum of areas
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Selanjutnya definisi integral tentu dilihat sebagai limit dari jumlah Riemann dengan banyak selang bagian yang semakin banyak. Kita tidak akan membahas secara mendalam tentang definisi integral tentu. Untuk keperluan praktis kita hanya akan lebih berkonsentrasi pada bagaimana menghitung integral tentu dengan menggunakan teorema-teorema sesuai.  Tetapi sebelumnya ada beberapa istilah dan notasi yang kita sepakati terlebih dahulu.
Secara geometri 
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 menyatakan luas bertanda daerah antara kurva 
[image: image70.wmf])

(

x

f

y

=

 dan sumbu-
[image: image71.wmf]x

 dalam selang 
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. Tanda positif dikaitkan untuk luas bagian-bagian yang berada di atas sumbu 
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, dan tanda negatif dikaitkan untuk luas bagian-bagian yang berada di bawah sumbu-
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. Secara simbolik 
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Hal-hal berikut perlu diperhatikan

a. Pada lambang  
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 disebut batas bawah pengintegralan dan 
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 disebut batas atas pengintegralan

b. Pada lambang  
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 disebut batas bawah pengintegralan dan 
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 disebut batas atas pengintegralan

c. Pada definisi Integral Riemann 
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 dalam hal ini adalah peubah boneka, sehingga 
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Berikut ini akan disajikan beberapa sifat yang berkaitan dengan integral tentu yang sering digunakan dalam menghitung integral tentu
Teorema :

( Kelinieran Integral Tentu ) Misal 
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 dan 
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terintegralkan pada 
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(ii) 
[image: image98.wmf]ò

ò

ò

+

=

+

b

a

b

a

b

a

dx

x

g

dx

x

f

dx

x

g

x

f

)

(

)

(

)

(

)

(


Teorema :

( Sifat Penambahan Selang ) Misal 
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 terintegralkan pada suatu selang yang memuat titik 
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Dengan menggunakan definisi kita menghitung integral tentu menggunakan limit jumlah Riemann dan kita mendapati bahwa prosedur tersebut dapat membutuhkan waktu yang lama dan sulit. Teorema Dasar Kalkulus Kedua memberikan metode yang jauh lebih mudah dalam menghitung integral 

Teorema :

( Teorema Dasar Kalkulus ) Misal 
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 kontinu pada 
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Seringkali ditulis 
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Latihan :
Hitung integral yang berikut :

a. 
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Ketika menghitung integral tentu menggunakan substitusi, ada dua metoda yang mungkin. Suatu metode adalah dengan menghitung integral taktentu terlebih dahulu dan kemudian menggunakan Teorema Dasar Kalkulus Kedua. Metode lain adalah dengan mengganti batas integrasi ketika variabel diganti.

Teorema : 

( Substitusi dalam Integral Tentu) Jika 
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 mempunyai turunan kontinu pada 
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Perhatikan pada teorema di di atas, bahwa jika menggunakan aturan substitusi integral tentu, setelah integrasi kita tidak balik ke variabel 
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. Kita hanya menghitung ungkapan dalam 
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 diantara nilai 
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Latihan :
Hitung

a. 
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Ingat kembali bahwa 
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 dan fungsi ganjil grafiknya simetri terhadap titik asal.
Teorema :

( Teorema Simetri ) Jika 
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Berikut adalah ilustrasi geometris untuk teorema simetri :
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Suatu fungsi
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Teorema :

Jika 
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 fungsi periodik dengan periode 
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Berikut adalah ilustrasi untuk teorema yang berkaitan dengan integral untuk fungsi periodik :
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Latihan :
Hitung

 a. 
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Luas Bidang Rata dan Volume Benda Putar

Indikator Pencapaian Hasil Belajar

Mahasiswa menunjukkan kemampuan dalam :

1. Menjelaskan pengertian anti turunan
2. Mencari suatu anti turunan dari suatu fungsi
3. Mencari integral taktentu dengan menggunakan aturan pangkat, sifat linier dan  substitusi 

Materi Ajar

Luas Daerah Bidang Rata

Tinjau kurva 
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. Tinjau daerah yang dibatasi oleh kurva 
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. Berikut adalah langkah-langkah untuk menentukan luas daerah antara dua kurva
1.   Gambar daerah yang bersangkutan

2.   Potong menjadi jalur-jalur 

3.  Cermati satu jalur tertentu dan hampiri luas jalur tersebut dengan luas persegi panjang  yang sesuai    
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. Lakukan untuk semua jalur

4.   Jumlahkan luas hampiran tersebut 
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5.   Ambil kemudian limit dari jumlah tersebut dengan lebar jalur makin mendekati nol sehingga diperoleh integral tentu 
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Selanjutnya prosedur diatas kita singkat menjadi potong, hampiri dan integralkan
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Soal :

1. Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva 
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2.  Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh kurva-kurva
       a.  
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       c.  
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Volume Benda Pejal

Apakah itu volume ?  Kita mulai dengan benda pejal-benda pejal sederhana seperti berikut ini :

[image: image191.png]



Pada setiap kasus, benda pejal dibangun dengan menggerakkan suatu daerah rata            ( alas ) sejauh 
[image: image192.wmf]h

 dalam arah tegak lurus dengan alas. Dalam setiap kasus, volume dari benda pejal didefinisikan sebagai luas alas 
[image: image193.wmf]A

 dikali tinggi 
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, yakni 
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Selanjutnya tinjau benda pejal yang penampang melintangnya tegak lurus pada suatu garis diketahui luasnya. Misalkan garis tersebut adalah sumbu-
[image: image196.wmf]x

 dan luas penampang melintang pada 
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 adalah 
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Kita partisi interval 
[image: image201.wmf]]
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 dengan titik-titik 
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. Maka kita melewatkan bidang datar tegak lurus melalui titik-titik partisi tersebut, kemudian mengiris benda pejal menjadi lempengan-lempengan tipis. Volume lempengan 
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V

 dapat diaproksimasi dengan 
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Volume 
[image: image207.wmf]V

 dari benda pejal dapat diaproksimasi dengan jumlah Riemann 
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. Jika norm dari partisi mendekati nol, maka kita dapatkan integral tentu yang didefinisikan sebagai volume dari benda pejal, yakni 
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Soal :
Misal alas suatu benda pejal adalah bidang datar dikuadran pertama yang dibatasi oleh kurva 
[image: image209.wmf]4
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, sumbu-
[image: image210.wmf]x

 dan sumbu-
[image: image211.wmf]y

. Jika penampang melintang benda pejal tersebut berbentuk persegi, tentukan volume benda pejal tersebut. 

Volume Benda Putar

Apabila suatu daerah rata yang terletak seluruhnya pada satu sisi dari sebuah garis tetap pada bidangnya diputar mengelilingi garis tersebut akan diperoleh benda putar. Garis tersebut dinamakan sumbu putar. 

Sebagai ilustrasi, jika daerah setengah lingkaran diputar terhadap diameternya, kita mendapatkan bola pejal. Jika segitiga siku-siku diputar pada salah satu kakinya, kita mendapatkan kerucut. Jika suatu lingkaran diputar terhadap suatu garis yang tidak beririsan dengan lingkaran tersebut, kita mendapatkan torus ( donat )

[image: image212.png]



Pembahasan berikut ini dibatasi pada benda putar yang diperoleh dengan pemutaran pada sumbu-
[image: image213.wmf]x

, sumbu-
[image: image214.wmf]y

 atau garis-garis yang sejajar dengannya. Daripada menggunakan rumus, lebih baik jika pada setiap masalah kita menggunakan proses yang melalui tahapan iris ( daerah yang akan di putar ), aproksimasi ( volume lempengan hasil pemutaran potongan ) dan integralkan. Metode yang digunakan untuk menentukan volume benda putar bergantung pada bentuk lempengan hasil pemutaran potongan daerah yang akan diputar , yakni metode cakram, metode cincin dan metode kulit tabung. 

Metode Cakram

Akan ditentukan volume benda yang dibentuk dengan memutar mengelilingi sumbu-
[image: image215.wmf]x

 daerah yang dibatasi oleh kurva 
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 dan garis 
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Soal :

Tentukan volume benda pejal yang dibentuk dengan memutar daerah yang dibatasi oleh parabol 
[image: image220.wmf]2
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,  sumbu-
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 dan sumbu-
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 pada kuadran pertama mengelilingi  sumbu-
[image: image223.wmf]y

                                                                                   

Metode Cincin

Akan ditentukan volume benda yang terjadi jika daerah yang R dibatasi oleh kurva 
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Soal :

Tentukan volume benda yang dihasilkan jika daerah yang dibatasi oleh kurva 
[image: image228.wmf]x
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 dan 
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 diputar terhadap :  a.  garis  
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          b.    garis 
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Metode Kulit Tabung
Dengan menggunakan kedua metode yang telah dipelajari sebelumnya, coba selesaikan masalah mencari volume benda pejal yang diperoleh dari pemutaran daerah yang di batasi oleh kurva 
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 terhadap sumbu-
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. Apa yang anda peroleh ?

[image: image235.png]


[image: image236.png]



Berikut akan kita coba metode yang lain yang dinamakan metode kulit tabung
[image: image237.png]
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Soal :

Tentukan volume benda yang diperoleh dari pemutaran daerah yang dibatasi oleh 
[image: image239.wmf]2
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 terhadap garis 
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Fungsi Transenden
Indikator Pencapaian Hasil Belajar

Mahasiswa menunjukkan kemampuan dalam :
1. Menentukan turunan dan integral  yang melibatkan fungsi logaritma asli 
2. Menentukan turunan dan integral yang melibatkan fungsi eksponen asli

3. Menentukan turunan dan  integral yang melibatkan fungsi balikan trigonometri

4. Menentukan turunan dan integral yang berkaitan dengan fungsi hiperbolis
5. Menentukan turunan dan  integral yang melibatkan balikan fungsi hiperbolis

Materi Ajar
Fungsi Invers

Salah satu cara untuk menambah daftar fungsi yang kita miliki adalah dengan membuat kebalikan dari fungsi yang sudah kita punyai. Idenya adalah seperti berikut ini : suatu fungsi 
[image: image242.wmf]f

 mengambil suatu nilai 
[image: image243.wmf]x

 pada daerah asal dan mengaitkannya dengan suatu nilai 
[image: image244.wmf]y

 pada daerah hasil. Jika kita beruntung, kita dapat membalikkan 
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 dan mendapatkan fungsi dengan mengambil  setiap nilai 
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 dan membawanya kembali ke 
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. Fungsi yang baru itu dinyatakan sebagai 
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dan disebut sebagai fungsi invers dari 
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 . Fungsi 
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 dikatakan fungsi yang dapat dibalik. Sebagai contoh dapat dilihat kasus fungsi berikut :
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Tapi tidak selamanya kita beruntung, bisa jadi ketika membalikkan 
[image: image252.wmf]f

 kita tidak mendapatkan fungsi invers. Sebagai ilustrasi dapat dilihat pada dua grafik fungsi berikut :
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Apa yang menjamin suatu fungsi memiliki fungsi invers ? Eksistensi fungsi invers bergantung pada fungsinya satu ke satu atau tidak. 

Definisi :

Misalkan 
[image: image255.wmf]f

 suatu fungsi satu ke satu dengan daerah asal   

 dan  daerah nilai 
[image: image257.wmf]B

, maka fungsi invers dari 
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dilambangkan dengan 
[image: image259.wmf]1

-

f

 mempunyai daerah asal  

 dan daerah nilai 
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Untuk setiap 
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 terhadap garis 
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 dapat diperoleh dari pencerminan grafik fungsi 
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Fungsi Logaritma Asli

Dengan menggunakan pengetahuan tentang turunan coba pikirkan, fungsi apa yang turunannya sama dengan 
[image: image281.wmf]x
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 ?  Teorema Dasar Kalkulus Pertama menyatakan bahwa jika 
[image: image282.wmf]f

 kontinu , maka selalu dapat diperoleh suatu fungsi yang merupakan suatu   anti turunan dari 
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 yang didefinsikan sebagai 
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. Dengan menggunakan hal tersebut selanjutnya kita mendefinisikan suatu fungsi yang diberi nama fungsi logaritma asli seperti berikut ini.
Definisi :

Fungsi  Logaritma Asli, dinyatakan oleh 
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didefinisikan sebagai 
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Grafik fungsi 
[image: image288.wmf]ln

adalah seperti berikut ini:
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Selanjutnya , kita punyai :
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Soal :

1. Tentukan integral berikut

a. 
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Teorema :

Jika 

 dan 
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Soal :

Carilah 
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Fungsi eksponen asli
Definisi :

Balikan fungsi  
[image: image311.wmf]ln

 disebut fungsi eksponen asli dan dinyatakan dengan 
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 dan didefinisikan dengan 
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Karena 
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Definisi

Huruf 
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menyatakan bilangan riil positif yang unik demikian sehingga nilai 
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Soal :

Buat sketsa grafik 
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Teorema :

 Misal 
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Soal :

Carilah 
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Soal :

Tentukan integral berikut 

a. 
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Fungsi Balikan Trigonometri

Fungsi balikan trigonometri didefinisikan dengan memperhatikan di mana fungsi-fungsi trigonometri satu-satu. Definisi fungsi balikan trigonpmetri diberikan sebagai berikut :
Definisi :

Balikan dari fungsi Sinus didefinisikan dengan 
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Balikan dari fungsi Kosinus didefinisikan dengan 
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Balikan dari fungsi Tangen didefinisikan dengan 
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Balikan dari fungsi Secan didefinisikan dengan 
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Grafik fungsi balikan trigonometri dapat diperoleh dengan mencerminkan grafik fungsi-fungsi trigonometri terhadap garis 
[image: image371.wmf]x
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, hal tersebut dapat dilihat seperti gambar berikut :
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Soal :

Hitung :

a. 
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Kesamaan-kesamaan berikut berguna untuk mencari turunan dan fungsi invers trigonometri
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Untuk membantu mengingat kesamaan-kesamaan di atas, gunakan segitiga-segitiga berikut
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Latihan :

Buktikan  
[image: image395.wmf]2

1

)

1

sin(cos

x

x

-

=

-

                                       

Rumus Turunan Fungsi Invers Trigonometri sebagai berikut 
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Soal :

1. Buktikan  
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2.  Carilah 
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Rumus integral diberikan sebagai berikut :
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Latihan :

Tentukan integral berikut :

a. 
[image: image412.wmf]ò

-

2

2

0

2

1

1

dx

x

                                  b.  
[image: image413.wmf]dx

x

x

ò

-

4

2

1

                                  c.  
[image: image414.wmf]dx

x

e

x

e

ò

+

2

1


Pengintegralan Parsial , Integral Fungsi Trigonometri dan Substitusi Trigonometri

Indikator Pencapaian Hasil Belajar

Mahasiswa menunjukkan kemampuan dalam :

1. Menghitung integral tentu yang diberikan dengan pengintegralan parsial
2. Menghitung integral tentu yang diberikan dengan integral fungsi trigonometri
3. Menghitung integral yang diberikan dengan substitusi trigonometri
4. Menghitung integral tentu dari fungsi rasional yang diberikan dengan menggunakan integral fraksi parsial
Materi Ajar

Dalam menggunakan  metode substitusi dan metode integral parsial seringkali lebih efektif jika tersedia daftar integral dari fungsi-fungsi yang diketahui. Daftar yang lengkap bisa di lihat di berbagai buku kalkulus. Tapi daftar singkat yang berikut akan sangat berguna jika kita dapat mengingatnya.

[image: image415.emf]
Karena teknik substitusi telah dibicarakan sebelumnya, maka saat ini hanya akan dibicarakan pengintegralan parsial
Pengintegralanl Parsial 
Jika 
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 fungsi-fungsi yang dapat diturunkan maka 
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Untuk lebih mudah mengingat aturan tersebut kita misalkan 
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Soal :

1. Tentukan

a. 
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2.   Rumus reduksi adalah suatu rumus yang berbentuk 
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     a.  Tentukan suatu rumus reduksi untuk 
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     b.  Gunakan rumus di atas untuk menghitung 
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Integral dengan Integran Fungsi Trigonometri

Untuk menghitung integral dalam bnetuk ini seringkali kita harus merubah bentuk integran dengan menggunakan kesamaan-kesamaan trigonometri
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Gunakan kesamaan :
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Soal :

Tentukan

a. 
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Pengintegralan  dengan Substitusi Trigonometri

Substitusi trigonometri yang kita lakukan dapat dilihat pada tabel berikut :
	Bentuk
	Substitusi
	Kesamaan
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Dengan mengingat pembatasan daerah asal fungsi sinus,kosinus dan tangen agar bisa memiliki invers, perhatikan 
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Soal :

Tentukan 

a. 
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Integral Fraksi Parsial

Misal 
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Perhatikan bahwa 
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Maka dekomposisi fraksi parsial 
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Untuk menentukan nilai 
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Cara 1 
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Dengan menyelesaikan sistem persamaan
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Diperoleh nilai 
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berlaku untuk semua 
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sehingga dapat ditentukan nilai 
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Kasus2. Penyebut 
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Perhatikan bahwa 
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Maka dekomposisi fraksi parsial dari 
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Maka dekomposisi fraksi parsial dari 
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