Turunan

Indikator Pencapaian Hasil Belajar

Mahasiswa menunjukkan kemampuan dalam : 

1. Memutuskan apakah suatu fungsi dapat diturunkan atau tidak di suatu titik

2. Menentukan turunan dari suatu fungsi dengan menggunakan definisi

3. Menentukan turunan dari suatu fungsi dengan menggunakan aturan pencarian turunan

4. Menggunakan aturan rantai dan menggunakannya untuk mencari turunan dari suatu fungsi

5. Menggunakan berbagai notasi dalam pencarian turunan

6. Menentukan turunan tingkat tinggi dari suatu fungsi
7. Menentukan turunan suatu fungsi menggunakan teknik implisit
Materi Ajar 
Konsep limit memberikan cara untuk mendapatkan deskripsi yang paling baik tentang gagasan garis singgung. 
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Misal suatu kurva adalah grafik fungsi dengan persamaan 
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.  Dengan menggunakan konsep limit, definis formal dari garis singgung diberikan sebagai 

Definisi 

Garis singgung terhadap kurva 
[image: image8.wmf])

(

x

f

y

=

 pada titik 
[image: image9.wmf]))

(

,

(

c

f

c

P

 adalah garis yang melalui 
[image: image10.wmf]P

 dan dengan kemiringan 

[image: image11.wmf]h

c

f

h

c

f

m

m

h

h

gsP

)

(

)

(

lim

lim

0

talibusur

0

-

+

=

=

®

®
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Turunan
Kita telah melihat bahwa gagasan kemiringan garis singgung memberikan bentuk limit . Selanjutnya kita akan membahas lebih jauh bentuk limit tersebut secara khusus. 

Definisi :

Turunan fungsi 
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 adalah fungsi lain 
[image: image15.wmf]'

f

 ( dibaca f aksen ) yang nilainya pada sebarang bilangan riil 
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.  Pencarian turunan disebut pendiferensialan.

Soal  :

1. Gunakan definisi 
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  untuk menentukan 
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 adalah nilai suatu turunan dari suatu fungsi di suatu titik.    

        Fungsi apa dan di titik mana ?

Penggunaan huruf 
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 dalam definisi yang dituliskan di atas bukan sesuatu yang keramat, perhatikan yang berikut ini : 
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Selanjutnya perhatikan ilustrasi berikut ini 
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Dengan menggantikan 
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Soal  :

1. Gunakan definisi 
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2. Gunakan  
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 adalah nilai suatu turunan dari suatu fungsi di suatu titik. Fungsi apa dan di titik mana ?

Pencarian turunan

Proses untuk mencari turunan suatu fungsi langsung dari definisi turunan dapat membutuhkan waktu dan menjemukan. Berikut ini kita akan membangun alat yang membantu kita untuk memotong proses tersebut , dan memungkinkan kita mencari turunan dari fungsi-fungsi yang lebih rumit. 

Turunan dari fungsi 
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 adalah fungsi lain . Kita sering menggunakan simbol 
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Aturan Pencarian Turunan :
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Dengan menggunakan aturan pencarian turunan di atas kita dapat menunjukkan bahwa fungsi polinomial dapat diturunkan di mana-mana dan fungsi rasional juga dapat diturunkan di mana-mana kecuali di titik-titik di mana penyebutnya bernilai 0.
Soal :

1. Tentukan 
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2. Tunjukkan bahwa aturan pangkat berlaku untuk pangkat bilangan bulat negatif, yakni 
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Turunan Fungsi Trigonometri
Kita bisa menemukan rumus turunan dari fungsi 
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Telah kita ketahui bahwa 
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Selanjutnya dengan menggunakan aturan pencarian turunan kita dapat menunjukkan yang berikut ini : 
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Soal :
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Aturan Rantai
Aturan pencarian turunan dan rumus turunan fungsi trigonometri yang telah kita punya dalam banyak kasus sulit untuk digunakan.  Misalnya untuk mendapatkan turunan dari 
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. Untungnya terdapat cara yang lebih baik, yang memudahkan kita untuk menentukan turunan suatu fungsi, yang di kenal dengan aturan rantai

Teorema:
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Soal :
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[image: image112.wmf]y

x

D

 jika
a. 
[image: image113.wmf]9

)

3

2

3

(

1

-

+

=

x

x

y

               b.  
[image: image114.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

2

2

3

cos

x

x

y

                 c.   
[image: image115.wmf]x

x

y

2

2

sin

=


d. 
[image: image116.wmf][

]

3

2

sin

)

1

(

x

x

y

+

=

                e.  
[image: image117.wmf]1

4

4

)

2

3

(

+

+

=

x

x

x

y


Notasi Leibniz

Misal 
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Selanjutnya pandang 
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 sebagai lambang operator yang sama dengan 
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 . Semua teorema tentang turunan tetap berlaku, hanya penulisannya berbeda.
Turunan Tingkat Tinggi

Operasi pendiferensialan terhadap 
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mengahasilkan sebuah fungsi baru 
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Soal :
1. Hitung  
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2. Tentukan 
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Pencarian Turunan Secara Implisit
Misal 
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.  Masalah tersebut dapat diatasi dengan mendiferensialkan kedua ruas terhadap 
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 terlebih dahulu disebut  pencarian turunan secara implisit.
Soal  :

1. Tentukan 
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Penggunaan Turunan
Indikator Pencapaian Hasil Belajar

Mahasiswa menunjukkan kemampuan dalam : 

1. Menentukan nilai maksimum dan minimum global dari suatu fungsi pada suatu interval tutup

2. Menentukan jenis ekstrim lokal dengan menggunakan uji turunan pertama ekstrim lokal

3. Menentukan jenis ekstrim lokal dengan menggunakan uji turunan kedua ekstrim lokal

4. Menyelesaikan masalah nilai ekstrim 

5. Menggambar grafik fungsi dengan terlebih dahulu menentukan di mana fungsi naik, turun, cekung ke atas dan cekung ke bawah, titik ekstrim lokal, titik belok dan asimtot
Materi Ajar 
Dalam kehidupan sehari-hari seringkali kita bertemu dengan masalah-masalah seperti bagaimana dokter harus menentukan dosis minimum untuk suatu obat yang dapat menyembuhkan penyakit tertentu, bagaimana perusahaan harus menentukan biaya pendistribusian barang agar keuntungan maksimum atau bagaimana petani harus memilih kadar pupuk yang pas agar hasil panen maksimum . Masalah tersebut biasanya dirumuskan sebagai masalah menentukan nilai maksimum dan minimum suatu fungsi. Kalkulus menyediakan alat yang bisa digunakan untuk menyelesaikan masalah tersebut.
Maksimum dan minimum fungsi
Definisi
Misal S daerah asal dari 
[image: image184.wmf]f

dan memuat titik 
[image: image185.wmf]c

. Dikatakan bahwa
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 nilai maksimum dari 
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pada 
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jika 
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untuk semua 
[image: image190.wmf]x

 pada 
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(2) 
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 nilai minimum dari 
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pada 
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jika 
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(3) 
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 nilai ekstrim dari 
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pada 
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jika 
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adalah nilai maksimum atau minimum

(4) Fungsi yang akan dicari nilai maksimum dan minimumnya dikatakan fungsi objektif

Teorema
Jika f kontinu pada selang tutup 
[image: image202.wmf]]

,

[

b
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maka 
[image: image203.wmf]f

mencapai nilai maksimum dan minimum di selang tersebut

Gambar berikut adalah ilustrasi yang menunjukkan tempat-tempat di mana sustu fungsi mungkin mencapai nilai maksimum dan minimum
[image: image204.png]




Selanjutnya titik di mana fungsinya bernilai nol di namakan titik stasioner, sedangkan titik di mana fungsinya tidak dapat diturunkan dinamakan titik singular. Titik ujung selang, titik stasioner dan titik singular dinamakan titik-titik kritis. 

Teorema
( Teorema Titik Kritis )

Misal 
[image: image205.wmf]f

didefinisikan pada interval I yang memuat c. Jika 
[image: image206.wmf])
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adalah nilai ekstrim, maka c haruslah titik kritis, yakni

(1)  Titik ujung dari I

(2) Titik stasioner dari 
[image: image207.wmf]f

, yakni 
[image: image208.wmf]0
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(3) Titik singular dari 
[image: image209.wmf]f

, yakni 
[image: image210.wmf])
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c
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 tidak ada
Berdasarkan kedua teorema di atas, untuk mencari nilai maksimumdan minimum dari suatu fungsi kontinu di selang tutup kita dapat melakukan langkah-langkah sebagai berikut :

1. Cari titik-titik kritis dari 
[image: image211.wmf]f

 pada selang tutup yang diberikan
2. Cari nilai 
[image: image212.wmf]f

pada titik-titik kritis 
3. Nilai yang paling besar pada langkah ke 2 menjadi nilai maksimum dan yang paling kecil menjadi nilai minimum
Soal :
Carilah nilai maksimum dan minimum mutlak 
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Kemonotonan dan Kecekungan

Jika kita mengamati grafik berikut , adalah suatu yang natural jika kita mengatakan 
[image: image215.wmf]f

 turun di kiri c dan naik di kanan c
[image: image216.png]Increasing





Definisi persis tentang naik dan turunnya suatu fungsi diberikan sebagai berikut :

Definisi 

Misal 
[image: image217.wmf]f

didefinisikan pada interval I ( buka, tutup atau bukan keduanya ). Kita katakan bahwa 

(i) 
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 naik pada I jika untuk setiap pasangan bilangan 
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(i) 
[image: image222.wmf]f

 turun pada I jika untuk setiap pasangan bilangan 
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(ii) 
[image: image226.wmf]f

 monoton murni pada I jika 
[image: image227.wmf]f

naik pada I atau turun pada I

Bagaimana kita memutuskan grafik suatu fungsi adalah naik ? Kita dapat saja menggambar grafiknya. Tapi biasanya grafik digambarkan dengan memplot beberapa titik dan menghubungkannya dengan suatu kurva mulus. Siapa yang bisa menjamin bahwa grafik tidak bergoyang diantara titik-titik tersebut ? Kita membutuhkan cara yang lebih baik. 

Teorema
( Teorema Kemonotonan)  
Misal 
[image: image228.wmf]f

 dapat didiferensialkan pada titik dalam selang 
[image: image229.wmf]I

   

(i) Jika 
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 maka 
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(ii) Jika 
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 dari 
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 maka 
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 turun  pada 
[image: image239.wmf]I


Dengan teorema di atas kita dapat menentukan di mana suatu di mana suatu fungsi naik dan dimana suatu fungsi turun. Selanjutnya misal kita mengetahui dua titik yang dilalui suatu fungsi, dan kita tahu bahwa pada selang tersebut fungsinya naik. Bagaimana kita menghubungkan kedua titik ?  Apakah cekung ke atas atau ke bawah ? 
Definisi :

Misal 
[image: image240.wmf]f

dapat didiferensialkan  pada selang selang buka 
[image: image241.wmf]I

. Jika 
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 naik pada 
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 dikatakan 
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 cekung ke atas di 
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 dan  jika 
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 turun pada 
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 dikatakan 
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 cekung ke bawah di 
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Karena 
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adalah turunan dari 
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, maka dengan mengingat teorema kemonotonan, maka masuk akal jika kemudian kita bisa menerima teorema berikut        ( bukti yang lebih ketat tidak akan kita bahas di sini )         
Teorema :

( Teorema Kecekungan) 
 Misal 
[image: image252.wmf]f

 dapat didiferensialkan dua kali pada selang buka 
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(i) Jika 
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(ii) Jika 
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Misal 
[image: image264.wmf]f

 kontinu pada c . Titik  
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 dikatakan titik belok  dari grafik 
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jika 
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 cekung ke atas  di satu sisi dari c dan 
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 cekung ke  bawah di sisi lainnya. Gambar berikut menunjukkan beberapa kemungkinan :
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Soal :

Tentukan dimana fungsi-fungsi berikut naik, turun, cekung ke atas atau cekung ke bawah  dan titik beloknya ( jika ada )

a. 
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ke bawah pada selang 
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Uji Ekstrim lokal

Terkadang kita tidak hanya tertarik pada nilai ekstrim dari suatu fungsi pada suatu interval, tapi juga pada nilai ekstrim di suatu lingkungan pada interval tersebut . Selain itu seperti yang telah pernah kita bicarakan pada interval yang bukan tutup, bisa jadi fungsi tidak mencapai nilai maksimum global atau minimum global tapi masih memiliki nilai maksimum atau minimum pada suatu lingkungan pada interval tersebut. Ini membawa kita pada istilah ekstrim global dan ekstrim lokal. Sebagai ilustrasi perhatikan gambar berikut :

[image: image273.png]min Local
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Berikut adalah definisi formal dari pengertian maksimum lokal dan minimum lokal

Definisi :

Misal 
[image: image274.wmf]S

adalah daerah asal 
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 dan 
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pada 
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(ii) 
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 nilai minimum lokal 
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pada 
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(iii) 
[image: image293.wmf])

(

c

f

 nilai ekstrim lokal 
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 nilai maksimum lokal  atau nilai minimum lokal

Teorema titik kritis juga berlaku pada nilai ekstrim lokal , yakni nilai ekstrim lokal hanya dapat dicapai di titik-titik kritis . Jadi titik-titik kritis adalah calon di mana nilai 

Teorema :

( Uji Pertama Untuk Ekstrim Lokal )  

Misal 
[image: image297.wmf]f

 dapat didiferensialkan pada selang buka  
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(ii) Jika 
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(iii) Jika 
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Terdapat  uji ekstrim lokal yang lain yang bisa digunakan, tapi dalam uji ini titik yang diperiksa adalah titik stasioner dan yang ditinjau adalah turunan kedua fungsi pada titik tersebu

Teorema :

( Uji Kedua Untuk Ekstrim Lokal ) 

 Misal 
[image: image312.wmf]f

 dan 
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 dapat didiferensialkan pada selang buka  
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(ii) Jika 
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Uji turunan kedua untuk ekstrim lokal ini mungkin lebih mudah digunakan tetapi di sisi lain uji ini juga mungkin gagal untuk memberikan kesimpulan , yakni jika 
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Soal :

Gunakan uji turunan pertama dan uji turunan kedua pada fungsi 
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  untuk menentukan titik-titik kritis yang mana yang memberikan nilai maksimum dan minimum 
Menggambar Grafik Fungsi

Kalkulus menyediakan alat yang bisa digunakan untuk menganalisa struktur grafik, terutama mengidentifikasi tempat-tempat dimana perilaku grafik berubah. Kita dapat menentukan lokasi titik maksimum lokal,mimimum lokal, titik belok. Kita juga dapat menentukan pada interval mana fungsi naik atau turun, di mana cekung ke atas atau ke bawah. Selain turunan , kita juga memanfaatkan limit tak hingga dan limit di ketak hinggaan. Terkait dengan ini kita mengenal istilah asimtot tegak, asimtot datar dan asimtot miring seperti berikut ini

Definisi 

Garis 
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Definisi 

Garis 
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2. Setelah batas tertentu grafik fungsi 
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Definisi 

Garis 
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 2. Setelah batas tertentu grafik fungsi 
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Soal : 

Buat sketsa grafik berikut  :  a.  
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