INTEGRAL RIEMANN
Definisi 1
Misal [a, b] interval tertutup dan terbatas di dalam R, himpunan terurut dan berhingga P =

{x0, %1, %2, ", xp} séhinggaa = x5 < x; < x, <+ < x, = b disebut partisi pada [a, b].

& - o o o o
L o o o O o

a=a5 i Ty I3 B= b

-]

Titik-titik pada partisi P dapat digunakan untuk membagi interval [a, b]| ke dalam interval-
interval bagian yang tidak saling tumpang tindih (non overlapping sub intervars)
[x0, 11, [21, %21, [x62, 3], -+, [t —1, X ).
Perhatikan bahwa interval-interval bagian mempunyai panjang secara berturut-turut:
Axy = x4 — X0, A%y = X3 — X1, Ax3 = X3 — X3, , AXp, = X — Xp—1-

Contoh 1

Misal [0,1] interval tertutup dan terbatas di dalam R, dan himpunan-himpunan P, = {0%%1}

P, = {o, ,1}, dan P, = {o,

Definisi 2
Misal [a,b] interval tertutup dan terbatas di dalam R, dan P ={a = x,,%,,X,, -+, X

%1} adalah contoh-contoh partisi pada [0,1].
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pada [a,b]. Pada partis P didefinisikan bilangan ||P|| = maks { X —x_, :i =12,---,n} yang
disebut normadari partisi P.

Contoh 2

Misd [01] interval tertutup dan terbatas di daam R, dan Pl:{o,%,%,l}, dan

P, = {Oégggl} adalah beberapa contoh partisi pada [0,1]. Norma-normadari P, dan P,,

secara berturut-turut adal ah:

||P1||:maks{1_o,1_l,1_1}:i,dan
3 2 3 2 2
2 3 25 311 5 11}22
2

||P2||:maks{——0,———,———,———,1——
5 4 56 412 6 12
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Berdasarkan Contoh 2, nampak bahwa jika partisinya berbeda maka normanya pun pada
umumnya berbeda.

Definisi 3 (Partisi Penghalus)

Misal [a,b] interval tertutup dan terbatas, dan P dan Q masing-masing mefupakan partisi pada
[a,b]. Partisi Q disebut penghalus (refinement) dari partisi P pada[a, b] jika P < Q.

Contoh 3

Misd [O,l] interval tertutup dan terbatas di dalam R, dan himpunan-himpunan P, = {0%%1}
- fo

Partisi P, merupakan penghalus dari partisi P, sebab P, < P,, tetapi P, bukan penghalus dari

’E,Z’6’12’
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%1} dan P, :{0 235 El} adalah contoh-contoh partisi pada [0.].

P, sebab P, < P;.

Untuk suatu interval tertutup dan terbatas [a,b], terdapat tak berhingga banyak partisi yang dapat
dibuat. Koleksi semua partisi pada interval tertutup dan terbatas [a, b] dinotasikan dengan P
[a,b].

Teoremal

Jika [a,b] interval tertutup dan terbatas dan P, Q e P|a,b] dengan Q partisi penghalus dari P,
maka [|Q]| < [P

Bukti:

Misal P ={a=x,,%,X,,--,X, =b} partisi pada [a,b], maka norma dari P adalah ||P|| = maks
{ X —x_,:i=12,--,n}. Menurut yang diketahui Q merupakan partisi penghalus dari P atau P ¢
Q, maka Q dapat ditulis sebagal berikut:

Q= {a: Xo = Xags Xa1, Xi2 75 Xy s Xg = Xogs Xor s Xog s Xape v+ X g = X Xogs Xzt +os X 5 Xy = b},
maka ||Q|| = maks{{ Xi = Xy 11 =12+, ] :L2,~--,ki}u {xi — X 1 :12,-~-,n}} :

Jelasbahwa x; — X 3 < % — %, untuk setigp i =1,2,---,n; j=12,---,k dan
X — X <X — X%, untuk setigp i =1,2,---,n. Oleh karenaitu diperoleh:
”Q”: maks {Xij _Xi(jil) o =112""7n; J =1,2,"',ki} % {Xi _Xiki il =:L2,'”,n}

< maks {X —X_ :i=12,---,n} = ||P|l.
Jadi terbukti bahwa [|Q|| < |IP]I
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Teorema 2

Misal [a,b] suatu interval tertutup dan terbatas [a,b], dan P[a,b] menyatakan koleksi semua
partisi pada [a,b]. Jika P,, P, € P[a,b], maka P, U P, merupakan penghalusdari P, dan P, .
Teorema 3

Jika [a, b] suatu interval tertutup dan terbatas, maka untuk setiap bilangan d > O terdapat partisi
P pada [a, b] sehingga ||P|| < d.

Bukti:

Diberikan [a,b] suatu interval tertutup dan terbatas dan bilangan d > 0. Karenaa < b, makab —

a > 0, oleh karena itu menurut sifat Archimides terdapat bilangan asli n sehingga a <d.

Selanjutnya dibuat partis P ={a=x,,%,X,,--,X, =b} pada [a,b] dengan sifat untuk setiap
interval bagian [x, ,,x, | berlaku x, — x, , :b;na untuk setiap k =1,2,---,n. Oleh karena itu

b-a

diperoleh ||P|| = maks {X, — X, , :k=12,---,n} = -

<d.

Definisi 4

Misal [a,b] interval tertutup dan terbatas, dan P ={x,,%,,X,,"--,X,} partis pada [a,b]. Jika
untuk setiap interval bagian [, ,, x|, dipilih titik x, € [x_;, % ] untuk k=1,23--,n, maka
koleksi P = {([xy, % ];%.):k=12--,n} disebut partisi tag dari interval [a,b], atau pada
umumnya hanya disebut partisi dari interval [a, b] sgja, dan titik x, disebut titik tag (titik
terkait) dari subinterval [x, ,,x,|.

Definisi 5

Misal [a,b] interval tertutup dan terbatas, dan f :[a,b]—> R fungsi bernila real. Jika P =
(% %)% ):k=12-,n} patis dari [ab], maka bilangan S(f;P) = (P

> F (%, (% — %,4) disebut jumlahan Riemann fungsi f pada [a,b] terkait partisi P.

n
k=1
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Contoh 4
Misal [0]] interval tertutup dan terbatas, f:[01]— R fungsi bernilai real yang didefinisikan

won s o-{(o3f i) s el N5

partisi tag dari [0,1]. Jumlahan Riemann fungsi f pada [a, b] terkait partis P yaitu:

Sfp)= Ly 8L 40 25 9 .,
500 32000 6912 864 32

Contoh 5
Misal [a,b] interval tertutup dan terbatas, f :[01]]— R fungsi bernilai real yang didefinisikan
dengan f(x)=c untuk suatu bilangan real ¢, dan P = { ([x,_,, % ]; X, ):k=12,---,n } partisi tag

dari [a,b]. Jumlahan Riemann fungsi f pada [a,b] terkait partisi P yaitu:

S(P; f) =

Definisi 6

n n
k=1 k=1

Misal [a,b] interval tertutup dan terbatas, dan f :[a,b]—> R fungsi bernilai real. Fungs f
dikatakan terintegral Riemann pada [a, b], jika terdapat bilangan real L sehingga untuk setiap e
>0, terdapat d >0 sehingga jika P = {([x._;,% ];X,):k=12,---,n } sebarang partisi tag dari
[a,b], dengan ||P|| < d , maka |S(f;P)-L| < e.

Himpunan semua fungsi yang terintegral Riemann pada [a,b] disimbolkan dengan R |[a,b].

Jikaf € R[a,b], maka L disebut integral Riemann dari f pada [a,b] dan dinotasikan dengan:

Perhatikan bahwa bilangan L pada definisi integral Riemann di atas sering disebut dengan
”limit” dari jumlahan Riemann S(P; f ), dan untuk mendapatkan nilai L tersebut memang dapat
ditempuh dengan cara mengambil nilai limit dari jumliahan Riemann S(P; f) untuk [IP|| — O.
Tetapi perlu hati-hati, karena S(P; f ) bukan fungsi dari ||P]].

Contoh 6

Misal [a,b] interval tertutup dan terbatas, f :[01]]— R fungsi bernilai real yang didefinisikan

dengan f(x)=c untuk suatu bilangan real ¢, dan P = { ([, % |;X,):k=12,---,n } sebarang
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partisi tag dari [a, b]. Berdasarkan contoh di atas jumlahan Riemann fungsi f pada [a, b] terkait
partisi Pyaitu S(P; f) = > f(x, X —%1) =€ D (% — %) = c(b-a).
k=1 P

Diambil sebarang e > 0, dan dipilihd = e. JkaP = {([x,,,x];X.):k=12,---,n } sebarang

partisi tag dari [a,b], dengan ||P|| < d , maka |S(f;P)-c(b—a) =0<e.

b
Hal ini berarti f terintegral Riemann pada [a,b] dan _[ f =cb-a).

a

Contoh 6

Misal [0]] interval tertutup dan terbatas, f:[01]— R fungsi bernilai real yang didefinisikan
dengan f(x)= x. Tunjukkan bahwa f terintegral Riemann pada [0.1].

Pembahasan:

Diberikan sebarang e > 0 dan pilihd =e.

Diambil P = {([x.;, % ];x,):k=12,---,n } sebarang partisi tag dari [a,b] dengan ||P|| < d .
Kemudian dibentuk pula partisi Q = { ([X_,, % ];t.):k=12,---,n } sedemikan hingga partisi P
dan Q sama kecuali di titik-titik tagnya. Titik-titik tag pada partis Q dipilih sedemikian hingga

t, = Hea® X Selanjutnya perhatikan jumlahan Riemann pada partisi Q, yaitu:

2
. (X X 13
S(f;Q) = Z f(tk)(xk - Xk—l) = Z(%j(xk _Xk—l) = EZ(XE _le—l)
k=1 k=1 k=1
1 1 1 1
= 06 g s ) = b -x) = (-0)= 2.

Karena partis P dan Q sama kecuali di titik-titik tagnya, maka t,,x, €[x_,, %] untuk setiap

k=12,n, akibatnya diperoleh [x, —t,|<|X —X_ =% —%_<|P|<d. Lebih lanjut

diperoleh:
S(EP)-S1:Q) = [ 1)k )2 100, -,
k=1 k=1
= Zxk(xk - Xk—l)_ Ztk (Xk - Xkli
k=1 k=1
= kZ(Xk -t )(Xk - Xk—l)‘ < kZ|Xk _tk”Xk - Xk—l| = Z|Xk _tk|(Xk - Xk—l)
=1 =1 k=1
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Karena S(f;Q) = % maka

Jadi untuk sebarang e > 0, maka terdapat d > 0 sehinggajikaP = { (X, % |;X,):k=12,---,n }

sebarang partisi tag dari [a,b] dengan ||P|| < d , maka |S(f; P)—% <e . Dengan demikian fungsi
.1

f terintegral Riemann pada [0,1] dan j f= >
0

Contoh 7

Misal a dan b bilangan real dengan 0 < a < b dan [a,b] interval tertutup dan terbatas,
f:la,b] » R fungsi bernilai real yang didefinisikan dengan f(x) = x*. Tunjukkan bahwa f
terintegral Riemann pada [a, b].

Pembahasan:

£
2b(b

Diberikan sebareng € > 0 dan pilih § = 0 sebab b —a > 0.

Diambil P = {([xg—1, xk); ék): k = 1,2,3,--,n} sebarang partisi tag dari [a, b] dengan ||P|| <
6. Kemudian dibentuk puia partisi Q = {([xx—1, xx];tx):k = 1,2,3,---,n} sedemikan hingga
partiss P dan Q sama kecuali di titik-titik tag-nya. Titik-titik tag pada partisi Q dipilih

sedemikian hingga t, = Jé (x7_; + xpxe—1 + x7). Perhatikan bahwa t) € [x)—q, x] untuk

setiap k = 1, 2,3, -++, n. Hal ini dapat dibuktikan sebagai berikut.
3x2_ = xi  +xE_ A xP S XA Xy + x2S xR+ xE +xE = 3xE

2 2
Xig—1 + Xp—1Xpe + X

2
<x
3 k

Xie_i S

XE_y + Xp_1xp + X2
x}c—ls\/ki k—-14k kak
3
Hal ini berarti t;, € [xy_1, xx] untuk setigpk = 1,2, 3, -+, n.
Selanjutnya perhatikan jumlahan Riemann pada partisi Q, yaitu:

S(f:Q) Yk=1 f i) (X ~ x4—-1)

2
1
pX = (Jg (x}%—l + XpXpe—q + xi%)) (o — Xpq ).

1,
Yk=1 (5 (xf_1 + XpeXp-1 + xf)) (X — Xk-1)
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1
= 5 Zk=1(eoq + XpeXpe— + X)) (0 — Xpe—1)
1 e =
= 52E=1(xlcx§—1 + XjgXp-1 + x!% = xg—l — XpXg—q — XieXi-1)
1
= gz‘-g:l(xkx.%—l — XpXig—q + XfXp—1 — XgXg—1 + X — Xi—1)
1 1
= S X810 — %) =5 (0% — a®)
Karena partisi P dan Q sama kecuali di titik-titik fag-nya, maka &, t; € [xj_1, xx] untuk seti
: ki Lk k ap
k=1,2,3,---,n, akibatnya diperoleh [&, — ti| < |xg — Xg-1| = x5 — x—1 < ||P]| < §. Lebih

fanjut diperoleh:
1S(f; P) = S(f; Q)

| Zk=1F € Ca = xp-1) — Lie=1 f (i) (ke — Xpe—1) |
= | XR=1 §F (e — Xie—1) — Tiees i (e — 1)
|XR=1(&2 — t2) Cex — Xe—1)|

[ Zke=1Cx + ) (G — ti) e — xi-1)|

< Yk=1l8k + ticll€ — Erel 12k — X1

The=1(&k] + 16 Slxy — X1 |

Yi=1(b + b)8|x; — x4

< Yk=12b6(x) — xpe—1)

2b8 Yj— (g — Xpe—1)

2b§(b —a)

= 2b(b ~a)

N

IN

2 = £
2b(b—a)

KarenaS(f: Q) = = (b* — a®), maka |S(f: DEE a3)| <e
Jadi untuk sebarang & > 0 terdapat § > 0 sehingga jika P = {([xg_1, Xx); Ex)ik = 1,2,3,-+,n}

sebarang partisi tag dari [a,b] dengan ||P|| < &, maka |S(f: Q) ~—;-(b3 —a3)| < &. Dengan

demikian fungsi f terintegral Riemann pada [a, b] dan fcff = é(b3 —a?).
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