Integral Darboux

Misal I = [a, b] interval tertutup dan terbatas, f:[a, b] = R fungsi bernilai real dan terbatas, dan
P = {xg, X1, Xq,*, X} partisi pada [a, b]. Untuk setiap k = 1,2, -, n didefinisikan bilangan-
bilangan:

my, = inf {f (x):x € [x,_1, %, ]} dan My = sup {f (x): x € [xp_q, % ]}.
Lebih lanjut, untuk sebarang P = {x,, X1, x5, ***,x,} partisi pada I, didefinisikan bilangan-
bilangan L(f;P) dan U(f;P) sebagai berikut.
L(f;P) = Y k=1 my(x; — x_1), disebut jumlah bawah dari f pada [a, b] yang bersesuaian dengan
partisi P, dan
U(f;P) = YXk=1 M (xx — xx_1), disebut jumlah atas dari f'pada [a, b] yang bersesuaian dengan
partisi P.

Perhatikan ilustrasi gambar jumlah bawah dari / pada [a, b] yang bersesuaian dengan partisi P
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Perhatikan ilustrasi gambar jumlah atas dari f pada [a, b] yang bersesuaian dengan partisi P

berikut.
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berikut.

Lemma 1

Jika I = [a, b] interval tertutup dan terbatas, f:[a, b] = R fungsi bernilai real dan terbatas dan
P = {xg, X1, Xg,, X} sebarang partisi pada 7, maka L(f; P) < U(f; P).
Bukti:
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Misal P = {x;, X1, X5, ***, X, } sebarang partisi pada /. Berdasarkan definisinya jelas bahwa m; <
M, untuk setiap k = 1,2,---,n, dan karena x;, — x;,_; > 0 untuk setiap k = 1,2,---,n, maka
diperoleh

my (g — xp—1) < My O — xp—1)

untuk setiap k = 1, 2, ---, n. Akibatnya diperoleh:

L(f;P) = Z my (g — Xp—1) < Z My (x — xi—1) = U(f; P).
k=1 k=1

Jadi terbukti bahwa L(f; P) < U(f; P).

Lemma 2

Jika I = [a, b] interval tertutup dan terbatas, f: [a, b] — R fungsi bernilai real dan terbatas, P dan
Q masing-masing partisi pada I/ dengan Q penghalus dari P, maka L(f;P) < L(f;Q) dan
U(f; Q) < U5 P).

Bukti:

Misal P = {x,, x1, X5, **, X, } sebarang partisi pada I, dan misal Q sebarang partisi penghalus dari
P. Misal Q diperoleh dari P dengan cara menyisipkan paling sedikit satu titik x;, pada setiap

subinterval k& dari partisi P. Perhatikan gambar di bawah ini.

/ / / ' / / /

*——=0 © © © © s o s o o & o o0—o
a=1xy T To I3 Tk-1 T, =b
Sekarang perhatikan subinterval ke-k dari P.
g
F— D
Fp 1 Ly

dan perhatikan bilangan-bilangan:
my =inf  {f(x):x € [xp_q, xx]}, mp = inf  {f(x):x € [x_1,x;]}, dan
my, =inf  {f(x):x € [xz, %]}
Jelas bahwa m;, < m;, dan m;, < m,/, dan oleh karena itu diperoleh:
My (X — Xp—1) = My (X — Xp—q + X5 — x5) = My (X — Xp—q + X — x)
= my (o — Xp—1) + my (e — x3) < mye (g — xe—1) + my O — )

Akibatnya diperoleh
n n n
LUFP) = ) mate = xin) < ) ik = xie0) + ) i (e = 33 = L(f3 Q).
k=1 k=1 k=1

oleh Riyadi FKIP Universitas Sebelas Maret 2



Jadi terbukti bahwa L(f;P) < L(f;Q). Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa
U(f;Q) < U(f;P).

Lemma 3

Jika [ :[a,b] interval tertutup dan terbatas, f:/ — R fungsi terbatas, P dan Q masing-masing
sebarang partisi pada 7, maka L(f; P) < U(f; Q).

Bukti:

Misal R = P U Q, maka R merupakan partisi pada / dan R merupakan penghalus dari P dan juga

penghalus dari Q. Oleh karena itu berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2 diperoleh:
L(f;P)< L(f:R)<U(f:R)<U(S30).
Jadi terbukti bahwa L(f;P)<U(f;0).
Definisi
Misal [ = [a,b] interval tertutup dan terbatas, f:I — R fungsi terbatas, dan P (I) koleksi semua

partisi pada /. Integral bawah dari f pada [ adalah bilangan

L(f) = sup {L(f;P):P € P(I)}
dan integral bawah dari f'pada / adalah bilangan

U(f) =inf {U(f; P): P € P(I)}.

Lemma 4

Misal I =[a,b] interval tertutup dan terbatas, f:7— R fungsi terbatas dan P sebarang partisi

pada 1. Jika m=inf{f(x): x€[a,b, |} dan M =sup{f(x): x €[a,h]}, maka
m(b—a)<L(f;P)<U(f;P)<M(b-a).

Lebih lanjut berlaku m(h—a)< L(f) dan U(f)<M(b—a).

Bukti:

Misal P = {xo, X1, %, X,} sebarang partisi pada / dan perhatikan bahwa Q = {a,b} juga

merupakan partisi pada /. Jelas bahwa P merupakan partisi penghalus dari Q, oleh karena itu

menurut Lemma 2 diperoleh:
L{f;0)< Lf;P) < mb—a)< L(f;P)
dan
ulf:P)<U(f:0) & U(f:P)<M(b-a).
Di samping itu, berdasarkan Lemma 1 diperoleh L(f;P)<U(f;P). Oleh karena itu, berdasarkan
ketiga pertidaksamaan tersebut diperoleh m(b—a)< L(f;P)<U(f;P)<M(b—a).
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Teorema 5

Jika [ :[a,b] interval tertutup dan terbatas, dan f:/ — R fungsi terbatas, maka L( f ), integral

bawah fungsi f/ pada I, dan U ( f ), integral atas fungsi f pada / masing-masing ada, dan berlaku
L(r)<uly).

Bukti:
Diberikan P; dan P, masing-masing sebarang partisi pada /. Berdasarkan Lemma 3 diperoleh:
L(f; Py) < U(f; Py).

Karena L(f; P;) < U(f; P,) dan P; sebarang partisi pada /, maka U(f; P,) merupakan batas atas
dari himpunan {L(f; P): P € P(I)}. Karena f'terbatas pada I, maka {L(f; P): P € P(I)} terbatas
pada R, oleh karena itu:

L(f) =sup {L(f;P):P € P(I)}.
ada nilainya dan berlaku L(f) < U(f; P,).
Di lain pihak karena L(f) < U(f; P,) dan P, sebarang partisi pada /, maka L(f) merupakan batas
bawah dari himpunan {U(f; P): P € P(I)}. Dan karena f terbatas pada 7, maka {U(f;P):P €
P (1)} terbatas pada R, oleh karena itu:

U(f) =inf {U(f;P):P € P(I)}.
ada nilanya dan berlaku L(f) < U(f).
Definisi 1

Misal [ =[a,b] interval tertutup dan terbatas, f:/ — R fungsi terbatas. Fungsi f dikatakan

terintegral Darboux pada 7 jika L( f ):U ( f ) Dalam hal ini integral Darboux fungsi f pada /
b
didefinisikan sebagai nilai L( f ) =U ( f ) dan dinotasikan dengan I F=u(f)=L(Y).

Contoh 1

Misal [/ =[a,b] interval tertutup dan terbatas dan f:/ — R fungsi yang didefinsikan dengan

aturan f (x) =c untuk x € [a, b] . Tunjukkan bahwa fterintegral Darboux pada / dan tentukan nilai
integralnya.
Pembahasan:
Misal P = {x,, x1, X3, ***, X, } sebarang partisi pada /.
my, = inf{f (x): x € [xx_1,xx]} = c,untukk =1,2,3,:,n
dan
My = sup{f(x):x € [x)_1, x, ]} = ¢
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Oleh karena itu diperoleh:
L(f; P)= Xie=1 My (e — Xg—1) = Xje=1 €O — Xg—1) = € =1 (X — Xp—1) = c(b — a).
U(f; P)= Xik=1 M (xXge — Xp—1) = Lk=1 (e — Xg—1) = ¢ Xg=y (X — Xp—1) = c(b — a).
Jadi diperoleh:

L(f)=sup {L(f;P):PeP()}=c(b—a)

dan

U(f) =inf {U(f;P):PeP()}=c(b—a)
Hal ini berarti

L(f) =U(f).
Jadi fungsi f: [a, b] = R dengan aturan f (x) = c untuk x € [a, b] terintegral Darboux pada [a, b]

dan [ f =m(b — a).
Contoh 2
Misal [ = [0,1] dan f:I — R fungsi yang didefinsikan dengan aturan f (x)zx untuk x € [0,1].

Tunjukkan bahwa fterintegral Darboux pada / dan tentukan nilai integralnya.

Pembahasan:

Misal P, adalah partisi pada [ = [O,l] yang terdiri atas n subinterval yang diberikan oleh:

ﬂ:{o,i,z,i,...,n_—l,zzl}_
n n n n n

Selanjutnya diperoleh:
my; = inf{f(x):x € [O,% } =0
_ 1 2 1
m, = 1nf{f(x):x € [;,;} =
_ 2 3] 2
msy = 1nf{f(x):x € [;,;} =
dan seterusnya
_ k—1 k k-1
mk=1nf{f(x):xe [—'E_}: -
_ n—1 ] n—1
mn=1nf{f(x):xe [T'l_}: -
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Karena f merupakan fungsi naik monoton, maka untuk setiap subinterval [E,E} diperoleh
n o n
m, =inf{f(x):xe[ﬂ,ﬁ}}=E dan M, =sup{f(x):xe[k_l,k}}=k dengan k=1, 2,
n o n n n o n n
3, -, 1.
Perhatikan pula bahwa x, —x, | = l untuk semua k=1, 2, 3, --- , n. Oleh karena itu diperoleh:
n

O+1+24+3+---+(n-1 -1 1 1

U(f,Pn)— n2 = 2;/12 —E

1424344 +-4n n(n+1)_1(1 1)
n

Jika P(/)} menyatakan koleksi semua partisi dari /, maka {Pn :neN } c P())}, oleh karena itu

diperoleh:
S =suplLlf:P,)in e N} < sup {L(EP): P e PO} = L(Y)
dan

U(f) = inf {U(f:P): P € P(I)} < inf{U(f;P,):n e N}:%
. : 1 1 . : 1 .
Akibatnya diperoleh 5 < L( f )S U ( f )S > hal ini berarti L( f ) =U ( f )= 3 Dengan demikian

1
dapat disimpulkan bahwa f'terintegral Darboux pada [ = [0,1] dan J- f :% .
0

Contoh 3

Misal [ = [0,1] dan f:7 — R fungsi yang didefinsikan dengan aturan f(x)= x” untuk x e [0,1].
Tunjukkan bahwa f'terintegral Darboux pada / dan tentukan nilai integralnya.

Pembahasan:

Misal P, adalah partisi pada [ = [0,1] yang terdiri atas n subinterval yang diberikan oleh:

IDn :{Oalagaéa“'an_laﬁzl}-
n n n n n
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Karena f merupakan fungsi naik monoton, maka untuk setiap subinterval [k— k} diperoleh
n n

2

m, :inf{f(x):xe{k_l,k}}:(k_lj dan M, =sup{f(x):xe[k_l,k}}=§ dengan k=

n o n n n o n n
1,2,3, -, n.
Perhatikan pula bahwa x, —x, | =l untuk semua k=1, 2, 3, --- , n. Oleh karena itu diperoleh:
n
2 12 22 2 . _1 2
1f;p) = L2 et (0o ]) -4 (- D@ -1+ DEO-D + 1))
n

- (- DmEn-2+1))=Z(( - D@ En - 1)

= (=M@= D)= @n® —n® - M ==
11 1
- mam(-3)
P+22+3% 4+ (n—-1) +n’
u(f;p) = pe (n=1) =%<%((n)(n+1)(2n+1)))

= L2 _ 1 3 2 2
= 6n3(n +n)(2n+1) 6n3(2n +n*+2n°+n)

1
6n2

= —(@nd+3nt+n)=c+—+
6n 3 2n

= itu(ts)

Jika P(/)} menyatakan koleksi semua partisi dari /, maka {Pn :neN } < P(J)}, oleh karena itu

diperoleh:

§= sup{L(/;P,):ne N} <sup {L(£P): P € P(D)} = L(f)
dan

U(f) = inf {U(f:P): P € P(D)} < inf{U(f;P,):n e N}:%
Akibatnya diperoleh % <L(f)<U(f)< é , hal ini berarti L(f)=U(f)= % . Dengan demikian

1
dapat disimpulkan bahwa fterintegral Darboux pada / = [0,1] dan J f= %
0
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Teorema 6 (Kriteria Keterintegralan)

Misal [ :[a,b] interval tertutup dan terbatas, f:/ — R fungsi terbatas. Fungsi f terintegral
Darboux pada [ jika dan hanya jika untuk setiap ¢ > O terdapat partisi P. pada I schingga
U(f,P)-L(f.P,)<¢.

Bukti:

(=) Diketahui fterintegral Darboux pada /, maka L( f ) =Ul ( f )

Diambil sebarang ¢ > 0. Karena f terintegral Darboux pada 7/ , maka terdapat B, P, € P(J)
sehingga:
Ulr.R)<U(f)+3 & UlR)-U()<S
dan
U= <Uf.B) & LU= L R)<
Diambil P= F, U P,, maka
ULfP) < ULLR) < UG+ = L)+ < L(fR)+ 5+ < Uf)+e.

Jadi terdapat P € P(]) sehingga U(f,P) - L(f,P) <e.
(<) Perhatikan bahwa untuk setiap partisi P € P(/) berlaku:

L P) < L(f) SUF) S U(aP) oo *)
Diambil sebarang &> 0. Berdasarkan yang diketahui terdapat P e P(/) sehingga:

Uf) - L) < ULf.P)-LUS.P) <&
Karena ¢ > 0 sebarang, maka U ( f ) < L( f ) Di lain pihak, berdasarkan (*) diperoleh L( f ) <

Ul ( f ) . Akibatnya diperoleh U ( f ) = L( f ) . Hal ini berarti fterintegral Darboux pada /.

Akibat 7

Misal [ = [a,b] interval tertutup dan terbatas, f :/ — R fungsi terbatas. Fungsi f'tidak terintegral

Darboux pada / jika dan hanya jika terdapat &, > 0 sehingga untuk setiap partisi P pada / sehingga

U(f,B)-LfP)>&,.
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Akibat 8
Misal I = [a,b] interval tertutup dan terbatas, f:I — R fungsi terbatas. Jika (P,:n € N)

menyatakan barisan partisi pada I sehingga lim (U(f,B,) — L(f,B,)) = 0, maka f terintegral
n—->oo

Darboux pada / dan berlaku lim L(f,P,) = f:f = lim U(f,B,).

Bukti:

Diberikan sebarang € > 0. Karena 7&1_{1;10 (U(f, B — L(f, B,)) = 0, maka terdapat bilangan asli N,
sehingga jikan > N, berlaku |U(f,B,) — L(f,P,)| < €. Karena L(f, B,) < U(f, B,) untuk semua
partisi B, pada [a, b], maka diperoleh U(f, B,) — L(f, B,) < €. Jadi terdapat partisi B, pada [a, b]
dengan n > N,, sehingga berlaku U(f, P,) — L(f, B,) < €. Berdasarkan kriteria keterintegralan
disimpulkan f'terintegral Darboux pada /.

Diberikan € = % > 0, dan karena

L(f) = Sup {L(f) Pn):Pn € :P([a) b]))n € N};
untuk n = 1, terdapat partisi P; pada [a, b] sehingga berlaku

IL(f) = L(f, POl = L(f) = L(f, K) < 1.
untuk n = 2, terdapat partisi P, pada [a, b] sehingga berlaku
LD — LRI = LGP — L(F.P) < 5

dan seterusnya

untuk bilangan asli n, terdapat partisi B, pada [a, b] sehingga berlaku

1
LA = LG BT = LOP) = L(F B <
Hal ini berarti barisan (L(f, Pn))neN konvergen ke L(f), yaitu Al_r}glo L(f,B,) = L(f).

Diberikan € = % > 0, dan karena
U(f) =inf {U(f,P,): P, € P([a,b]),neN},
untuk n = 1, terdapat partisi P; pada [a, b] sehingga berlaku

\U(f, P —UDI=U{,P)-U() <L

untuk n = 2, terdapat partisi P, pada [a, b] sehingga berlaku
1
U, P) = U] = U P — U <5

dan seterusnya

untuk bilangan asli n, terdapat partisi B, pada [a, b] sehingga berlaku
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1
UCF B = UG = UG, B) = U(F) <=
Hal ini berarti barisan (U(f, Pn))nEN konvergen ke U(f), yaitu Al_r}glo U(f,B,) = U(f).

Karena fterintegral Darboux pada [a, b], maka U(f) = L(f), dan diperoleh:
b

lim UCFB) = UG = [ f = 1) = Jim LF, B,
a

Terbukti bahwa lim L(f, ) = [, f = lim U(f, B,).

Contoh 4

Misal [ = [— L, 2] dan f:7 — R fungsi yang didefinsikan dengan aturan:
1 jika —1<x<0

jika x=0

jlka O0<x<1
l1 jika 1<x<?2

1
fy =1 /2
2

Tunjukkan bahwa fterintegral Darboux pada / dan tentukan nilai integralnya.
Pembahasan:
Untuk sebarang bilangan € > 0 dibentuk partisi P, = {—1, —¢,¢,1 — ¢, 1, 2}, maka diperoleh:
U(f,P) = Xg=1 MiCtx — 2,-1)
= 1(—e+D+2(e—(-))+2(1-e—)+2(1-(1-¢))+1(2-1)
= —e+1+4e+2—-4e+2e+1
= 4+¢
L(f,P) = Xy My (o — Xpe—1)
= 1(—e+D+5(e—(-8))+2(1—e-e)+2(1-(1-&) +1(2 - 1)
= —e+1l+e+2—4e+2e+1
= 4-2¢
Jika P(I) menyatakan koleksi semua partisi pada 7, maka {P,: ¢ > 0} c P(I), oleh karena itu
diperoleh:
4 = sup{L(f,P.):e > 0} < sup{L(f,P):P € P()} = L(f)
dan
U(f) =inf{L(f,P):P e P()} <inf {U(f,P.):e > 0} = 4.
Akibatnya diperoleh 4 < L(f) < U(f) < 4, hal ini berarti L(f) = U(f) = 4. Dengan demikian

dapat disimpulkan bahwa fterintegral Darboux pada I = [—1,2] dan f_zl flx)dx = 4.
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Contoh 5
Misal I = [a, b] interval yang tertutup dan terbatas, dan f: I — R fungsi yang didefinsikan dengan

aturan:

jika x rasional
jika x irasional

fo =1

Selidikilah apakah f'terintegral Darboux pada / atau tidak.
Pembahasan:
Diberikan P = {x,, x4, X5, **, X} sebarang partisi pada [a,b]. Untuk setiap k =1,2,3,:-,n
didefinisikan bilangan-bilangan:

my = inf  {f(x):x € [xp_1, %, ]}
dan

My =sup {f(x):x € [x)_1, x,]}.
Perhatikan bahwa setiap subinterval [xj_1, xx], kK = 1,2, 3, ::-,n, memuat bilangan rasional dan

sekaligus bilangan irasional. Oleh karena itu diperoleh m;, = 0 dan M, = 1, untuk setiap k =

1, 2,3, -+, n. Akibatnya diperoleh:

L(f,P) = Z my (x — x-1) =0,
k=1

dan

u(f,pP) = ZMk(xk — Xp_1) = 12(’% —xx-1) = b —a.
k=1 k=1

Akibatnya diperoleh:

L(f) = sup {L(f,P):PeP()}=0.

u(f) inf{U(f,P):P e P()}=b —a.

Hal ini berarti L(f) # U(f), dengan demikian f'tidak terintegral Darboux pada [a, b].

Contoh 6

Misal I = [0,1] dan f:I — N fungsi yang didefinsikan dengan aturan f(x) = x? untuk x € [0,1].

Tunjukkan bahwa f'terintegral Darboux pada / dan tentukan nilai integralnya.
Pembahasan:

Misal P, adalah partisi pada I = [0,1] yang terdiri atas n subinterval yang diberikan oleh:

123 n—1n
Pnz{O——_ - ,_=1}

LA A S
nnn n n

. . . k-1 k| ..
Karena f merupakan fungsi naik monoton, maka untuk setiap subinterval [Tl, ;] diperoleh
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e L )

n
dan

V. = {()_ e[k_l k]}_kz

k =sup 1f(x):x ol =

dengank =1,2,3,:--,n.

Perhatikan pula bahwa x;, — x,_; = % untuk semua k = 1, 2, 3, ---, n. Oleh karena itu diperoleh:

02412422+ +(n-1)% _ 1 (1
L(f; By) L F<g((n—1)(n—1+1)(2(n—1)+1)))
- (- DmEn-2+1))= (- D@ En - 1)
1 1
- m((nZ_n)(Zn—l))=m(2n3_n2_2nz+n)
= 1_1t, 1
T 3 én  en?
Uiy = R () + D20+ 1)
viIn) T n3 3 \e n)\n n
= #(n2+n)(2n+1)=$(2n3+n2+2n2+n)
= %(2n3+3n2+n)
= r,r, 1
3 2n 6n?
Selanjutnya diperoleh
UGB — L(fiB) = =+ o + — (1 Ly 1)—4—2
[k SR =3t ot e 3 en enz) “en " 3w
dan diperoleh

: .2
lim (U(f; B) = L(f5 ) = lim =— = 0.
Berdasarkan AKibat 8 disimpulkan fungsi 1 terintegral Darboux pada [0,1], dan diperoleh
12—1'UP—1' 1+1+1 .
fo ¥ = lim UG B) = lim (34 57+ 22)

=3

oleh Riyadi FKIP Universitas Sebelas Maret

12



