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Integral Darboux 

 

Misal � = ��, �� interval tertutup dan terbatas, �: ��, �� → ℝ fungsi bernilai real dan terbatas, dan 

� = ��, ��, ��, ⋯ , ��� partisi pada ��, ��. Untuk setiap � = 1, 2, ⋯ , � didefinisikan bilangan-

bilangan: 

�� = inf  � �!: � ∈ ���#�, ���� dan $� = sup � �!: � ∈ ���#�, ����. 

Lebih lanjut, untuk sebarang � = ��, ��, ��, ⋯ , ��� partisi pada I, didefinisikan bilangan-

bilangan ( �; �!  dan * �; �!  sebagai berikut. 

( �; �! = ∑ �� �� − ��#�!��-� , disebut jumlah bawah dari f pada ��, �� yang bersesuaian dengan 

partisi P, dan 

* �; �! = ∑ $� �� − ��#�!��-� , disebut jumlah atas dari f pada ��, �� yang bersesuaian dengan 

partisi �. 

Perhatikan ilustrasi gambar jumlah bawah dari f pada ��, �� yang bersesuaian dengan partisi � 

berikut. 

 

Perhatikan ilustrasi gambar jumlah atas dari f pada ��, �� yang bersesuaian dengan partisi � 

berikut. 

 

Lemma 1 

Jika � = ��, �� interval tertutup dan terbatas, �: ��, �� → ℝ fungsi bernilai real dan terbatas dan 

� = ��, ��, ��, ⋯ , ��� sebarang partisi pada I, maka ( �; �! ≤ * �; �!. 

Bukti: 



oleh Riyadi FKIP Universitas Sebelas Maret      2 

 

Misal � = ��, ��, ��, ⋯ , ��� sebarang partisi pada I. Berdasarkan definisinya jelas bahwa �� ≤
$� untuk setiap � = 1, 2, ⋯ , �, dan karena �� − ��#� > 0 untuk setiap � = 1, 2, ⋯ , �, maka 

diperoleh 

�� �� − ��#�! ≤ $� �� − ��#�! 

untuk setiap � = 1, 2, ⋯ , �. Akibatnya diperoleh: 

( �; �! = 1 �� �� − ��#�!�

�-�
≤ 1 $� �� − ��#�!�

�-�
= * �; �!. 

Jadi terbukti bahwa ( �; �! ≤ * �; �!. 

Lemma 2 

Jika � = ��, �� interval tertutup dan terbatas, �: ��, �� → ℝ fungsi bernilai real dan terbatas, � dan 

2 masing-masing partisi pada I dengan 2 penghalus dari �, maka ( �; �! ≤ ( �; 2! dan 

* �; 2! ≤ * �; �!. 

Bukti: 

Misal � = ��, ��, ��, ⋯ , ��� sebarang partisi pada I, dan misal 2 sebarang partisi penghalus dari 

�. Misal 2 diperoleh dari � dengan cara menyisipkan paling sedikit satu titik ��3  pada setiap 

subinterval k dari partisi �. Perhatikan gambar di bawah ini. 

 

 

 

Sekarang perhatikan subinterval ke-k dari �. 

 

 

 

dan perhatikan bilangan-bilangan: 

�� = inf � �!: � ∈ ���#�, ����, ��3 = inf � �!: � ∈ ���#�, ��3 ��, dan 

��33 = inf � �!: � ∈ ���3 , ����. 
Jelas bahwa �� ≤ ��3  dan �� ≤ ��33, dan oleh karena itu diperoleh: 

�� �� − ��#�! = �� �� − ��#� + ��3 − ��3 ! = �� ��3 − ��#� + �� − ��3 ! 

= �� ��3 − ��#�! + �� �� − ��3 ! ≤ ��3  ��3 − ��#�! + ��33 �� − ��3 ! 

Akibatnya diperoleh 

( �; 5! = 1 �� �� − ��#�!�

�-�
≤ 1 ��3  ��3 − ��#�!�

�-�
+ 1 ��33 �� − ��3 !�

�-�
= ( �; 2!. 
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Jadi terbukti bahwa ( �; �! ≤ ( �; 2!. Dengan cara yang sama dapat dibuktikan bahwa 

* �; 2! ≤ * �; �!. 

Lemma 3 

Jika  baI ,  interval tertutup dan terbatas, RIf :  fungsi terbatas, P dan Q masing-masing 

sebarang partisi pada I, maka ( �; �! ≤ * �; 2!. 

Bukti: 

Misal R = P  Q, maka R merupakan partisi pada I dan R merupakan penghalus dari P dan juga 

penghalus dari Q. Oleh karena itu berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2 diperoleh: 

       QfURfURfLPfL ;;;;  . 

Jadi terbukti bahwa    QfUPfL ;;  . 

Definisi 

Misal  baI ,  interval tertutup dan terbatas, RIf :  fungsi terbatas, dan � �! koleksi semua 

partisi pada I. Integral bawah dari f pada I adalah bilangan 

( �! = sup  ( �; 5!: 5 ∈ � �!� 

dan integral bawah dari f pada I adalah bilangan 

* �! = inf  * �; 5!: 5 ∈ � �!�. 
Lemma 4 

Misal  baI ,  interval tertutup dan terbatas, RIf :  fungsi terbatas dan P sebarang partisi 

pada I. Jika     kbaxxfm ,:inf   dan     baxxfM ,:sup  , maka 

       abMPfUPfLabm  ;; . 

Lebih lanjut berlaku    fLabm   dan    abMfU  . 

Bukti: 

Misal � = ��, ��, ��, ⋯ , ��� sebarang partisi pada I dan perhatikan bahwa 2 = �, �� juga 

merupakan partisi pada I. Jelas bahwa P merupakan partisi penghalus dari 2, oleh karena itu 

menurut Lemma 2 diperoleh: 

   PfLQfL ;;       PfLabm ;  

dan 

   QfUPfU ;;       abMPfU ; . 

Di samping itu, berdasarkan Lemma 1 diperoleh    PfUPfL ;;  . Oleh karena itu, berdasarkan 

ketiga pertidaksamaan tersebut diperoleh        abMPfUPfLabm  ;; . 
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Teorema 5 

Jika  baI ,  interval tertutup dan terbatas, dan RIf :  fungsi terbatas, maka  fL , integral 

bawah fungsi f pada I, dan  fU , integral atas fungsi f pada I masing-masing ada, dan berlaku 

   fUfL  . 

Bukti: 

Diberikan 5� dan 5� masing-masing sebarang partisi pada I. Berdasarkan Lemma 3 diperoleh: 

( �; 5�! ≤ * �; 5�!. 
Karena ( �; 5�! ≤ * �; 5�! dan 5� sebarang partisi pada I, maka * �; 5�! merupakan batas atas 

dari himpunan ( �; 5!: 5 ∈ � �!�. Karena f terbatas pada I, maka ( �; 5!: 5 ∈ � �!� terbatas 

pada ℝ, oleh karena itu: 

( �! = sup ( �; 5!: 5 ∈ � �!�. 
ada nilainya dan berlaku ( �! ≤ * �; 5�!. 

Di lain pihak karena ( �! ≤ * �; 5�! dan 5� sebarang partisi pada I, maka ( �! merupakan batas 

bawah dari himpunan * �; 5!: 5 ∈ � �!�. Dan karena f terbatas pada I, maka * �; 5!: 5 ∈
� �!� terbatas pada ℝ, oleh karena itu: 

* �! = inf * �; 5!: 5 ∈ � �!�. 
ada nilanya dan berlaku ( �! ≤ * �!. 

Definisi 1 

Misal  baI ,  interval tertutup dan terbatas, RIf :  fungsi terbatas. Fungsi f dikatakan 

terintegral Darboux pada I jika    fUfL  . Dalam hal ini integral Darboux fungsi f pada I 

didefinisikan sebagai nilai    fUfL   dan dinotasikan dengan    fLfUf

b

a

 . 

Contoh 1 

Misal  baI ,  interval tertutup dan terbatas dan RIf :  fungsi yang didefinsikan dengan 

aturan   cxf   untuk  bax , . Tunjukkan bahwa f terintegral Darboux pada I dan tentukan nilai 

integralnya. 

Pembahasan: 

Misal P = ��, ��, �6, ⋯ , ��� sebarang partisi pada I. 

�� = inf� �!: � ∈ ���#�, ���� = 7, untuk � = 1, 2, 3, ⋯ , � 

dan 

$� = sup� �!: � ∈ ���#�, ���� = 7 
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Oleh karena itu diperoleh: 

( �; 5!= ∑ �� �� − ��#�!��-�  = ∑ 7 �� − ��#�!��-�  = 7 ∑  �� − ��#�!��-�  = 7 � − �!. 

* �; 5!= ∑ $� �� − ��#�!��-�  = ∑ 7 �� − ��#�!��-�  = 7 ∑  �� − ��#�!��-�  = 7 � − �!. 

Jadi diperoleh: 

( �! = sup ( �; 5!: 5 ∈ � �!� = 7 � − �! 

dan 

* �! = inf * �; 5!: 5 ∈ � �!� = 7 � − �! 

Hal ini berarti 

( �! = * �!. 
Jadi fungsi �: ��, �� → ℝ dengan aturan � �! = 7 untuk � ∈ ��, �� terintegral Darboux pada ��, �� 
dan ; �<= = � � − �!. 

Contoh 2 

Misal  1,0I  dan RIf :  fungsi yang didefinsikan dengan aturan   xxf   untuk  1,0x . 

Tunjukkan bahwa f terintegral Darboux pada I dan tentukan nilai integralnya. 

Pembahasan: 

Misal nP  adalah partisi pada  1,0I  yang terdiri atas n subinterval yang diberikan oleh: 







 


 1,

1
,,

3
,

2
,

1
,0

n

n

n

n

nnn
Pn L . 

Selanjutnya diperoleh: 

�� = inf >� �!: � ∈ ?0, 1�@A = 0 

�� = inf >� �!: � ∈ ?1� , 2�@A = 1� 

�6 = inf >� �!: � ∈ ?2� , 3�@A = 2� 

dan seterusnya 

�� = inf >� �!: � ∈ ?� − 1� , ��@A = � − 1�  

�� = inf >� �!: � ∈ ?� − 1� , 1@A = � − 1�  
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Karena f merupakan fungsi naik monoton, maka untuk setiap subinterval 




 
n

k

n

k
,

1
 diperoleh 

 
n

k

n

k

n

k
xxfmk

1
,

1
:inf

















 
  dan  

n

k

n

k

n

k
xxfM k 














 
 ,

1
:sup  dengan k = 1, 2, 

3,  , n. 

Perhatikan pula bahwa 
n

xx kk

1
1    untuk semua k = 1, 2, 3,  , n. Oleh karena itu diperoleh: 

 nPfL ;  = 
 

2

13210

n

n  L
 = 

 
22

1

n

nn 
 = 







 
n

1
1

2

1
 dan 

 nPfU ;  = 
2

4321

n

n L
 = 

 
22

1

n

nn 
 = 







 
n

1
1

2

1
. 

Jika P(I)} menyatakan koleksi semua partisi dari I, maka  NnPn :   P(I)}, oleh karena itu 

diperoleh: 

  NnPfL n  :;sup
2

1
 ≤ sup {L(f;P): P  P(I)} =  fL  

dan 

U(f) = inf {U(f;P): P  P(I)} ≤   
2

1
:;inf NnPfU n  

Akibatnya diperoleh    
2

1

2

1
 fUfL , hal ini berarti    

2

1
 fUfL . Dengan demikian 

dapat disimpulkan bahwa f terintegral Darboux pada  1,0I  dan 
2

1
1

0

 f . 

Contoh 3 

Misal  1,0I  dan RIf :  fungsi yang didefinsikan dengan aturan   2xxf   untuk  1,0x . 

Tunjukkan bahwa f terintegral Darboux pada I dan tentukan nilai integralnya. 

Pembahasan: 

Misal nP  adalah partisi pada  1,0I  yang terdiri atas n subinterval yang diberikan oleh: 







 


 1,

1
,,

3
,

2
,

1
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n

n

n

n

nnn
Pn L . 
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Karena f merupakan fungsi naik monoton, maka untuk setiap subinterval 




 
n

k

n

k
,

1
 diperoleh 

 
2

1
,

1
:inf 







 















 


n

k

n

k

n

k
xxfmk  dan  

2

2

,
1

:sup
n

k

n

k

n

k
xxfM k 














 
  dengan k = 

1, 2, 3,  , n. 

Perhatikan pula bahwa 
n

xx kk

1
1    untuk semua k = 1, 2, 3,  , n. Oleh karena itu diperoleh: 

 nPfL ;  = 
 

3

22222 13210

n

n  L
 = 

��B C�D E � − 1! � − 1 + 1! 2 � − 1! + 1!FG 

 = 
��B C�D E � − 1! �! 2� − 2 + 1!FG = 

�D�B E � − 1! �! 2� − 1!F 

 = 
�D�B E �� − �! 2� − 1!F = 

�D�B  2�6 − �� − 2�� + �! = 
�6 − �D� + �D�H  

 = 
�6 − �D� I1 − ��J 

 nPfU ;  = 
 

3

22222 1321

n

nn  L
 = 

��B C�D E �! � + 1! 2� + 1!FG 

 =  
�D�B  �� + �! 2� + 1! = 

�D�B  2�6 + �� + 2�� + �! 

 = 
�D�B  2�6 + 3�� + �! = 

�6 + ��� + �D�H  

 = 
�6 + ��� I1 + �6�J 

Jika P(I)} menyatakan koleksi semua partisi dari I, maka  NnPn :   P(I)}, oleh karena itu 

diperoleh: 

  NnPfL n  :;sup
3

1
 ≤ sup {L(f;P): P  P(I)} =  fL  

dan 

U(f) = inf {U(f;P): P  P(I)} ≤   
3

1
:;inf NnPfU n  

Akibatnya diperoleh    
3

1

3

1
 fUfL , hal ini berarti    

3

1
 fUfL . Dengan demikian 

dapat disimpulkan bahwa f terintegral Darboux pada  1,0I  dan 
3

1
1

0

 f . 
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Teorema 6 (Kriteria Keterintegralan) 

Misal  baI ,  interval tertutup dan terbatas, RIf :  fungsi terbatas. Fungsi f terintegral 

Darboux pada I jika dan hanya jika untuk setiap  > 0 terdapat partisi P  pada I sehingga 

      PfLPfU ,, . 

Bukti: 

() Diketahui f terintegral Darboux pada I, maka    fUfL  .  

Diambil sebarang  > 0. Karena f terintegral Darboux pada I , maka terdapat 1P , 2P   P(I) 

sehingga: 

   
2

, 1


 fUPfU       

2
, 1


 fUPfU  

dan 

    2,
2

PfLfL 


     
2

, 2


 PfLfL . 

Diambil P = 1P   2P , maka 

 PfU ,  ≤  1,PfU  <  
2


fU  =  

2


fL  <  

22
, 2


PfL  ≤   fL . 

Jadi terdapat P  P(I) sehingga  PfU ,    PfL ,  <  . 

() Perhatikan  bahwa untuk setiap partisi P  P(I) berlaku: 

 PfL ,  ≤  fL  ≤  fU  ≤  PfU ,  ………………………………………………….. (*) 

Diambil sebarang  > 0. Berdasarkan yang diketahui terdapat P   P(I) sehingga: 

 fU    fL  ≤    PfLPfU ,,   < . 

Karena  > 0 sebarang, maka  fU  ≤  fL . Di lain pihak, berdasarkan (*) diperoleh  fL  ≤ 

 fU . Akibatnya diperoleh  fU  =  fL . Hal ini berarti f terintegral Darboux pada I. 

 

Akibat 7 

Misal  baI ,  interval tertutup dan terbatas, RIf :  fungsi terbatas. Fungsi f tidak terintegral 

Darboux pada I jika dan hanya jika terdapat 0  > 0 sehingga untuk setiap partisi P pada I sehingga 

    0,,   PfLPfU . 
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Akibat 8 

Misal � = ��, �� interval tertutup dan terbatas, �: � → ℝ fungsi terbatas. Jika  5�: � ϵ ℕ! 

menyatakan barisan partisi pada I sehingga lim�→OE* �, 5�! − ( �, 5�!F = 0, maka f terintegral 

Darboux pada I dan berlaku lim�→O ( �, 5�! = ; � = lim�→O * �, 5�!<= . 

Bukti: 

Diberikan sebarang P > 0. Karena lim�→OE* �, 5�! − ( �, 5�!F = 0, maka terdapat bilangan asli Q� 

sehingga jika � ≥ Q� berlaku |* �, 5�! − ( �, 5�!| < P. Karena ( �, 5�! ≤ * �, 5�! untuk semua 

partisi 5� pada ��, ��, maka diperoleh * �, 5�! − ( �, 5�! < P. Jadi terdapat partisi 5� pada ��, �� 
dengan � ≥ Q�, sehingga berlaku * �, 5�! − ( �, 5�! < P. Berdasarkan kriteria keterintegralan 

disimpulkan f terintegral Darboux pada I. 

Diberikan P = �� > 0, dan karena 

( �! = sup  ( �, 5�!: 5� ∈ � ��, ��!, � ϵ ℕ�,  
untuk � = 1, terdapat partisi 5� pada ��, �� sehingga berlaku  

|( �! − ( �, 5�!| = ( �! − ( �, 5�! < 1. 
untuk � = 2, terdapat partisi 5� pada ��, �� sehingga berlaku 

|( �! − ( �, 5�!| = ( �! − ( �, 5�! < 12. 
dan seterusnya 

untuk bilangan asli  �, terdapat partisi 5� pada ��, �� sehingga berlaku 

|( �! − ( �, 5�!| = ( �! − ( �, 5�! < 1�. 
Hal ini berarti barisan E( �, 5�!F�∈ℕ konvergen ke ( �!, yaitu lim�→O ( �, 5�! = ( �!. 

Diberikan P = �� > 0, dan karena 

* �! = inf  * �, 5�!: 5� ∈ � ��, ��!, � ϵ ℕ�, 
untuk � = 1, terdapat partisi 5� pada ��, �� sehingga berlaku  

|* �, 5�! − * �!| = * �, 5�! − * �! < 1. 
untuk � = 2, terdapat partisi 5� pada ��, �� sehingga berlaku  

|* �, 5�! − * �!| = * �, 5�! − * �! < 12. 
dan seterusnya 

untuk bilangan asli  �, terdapat partisi 5� pada ��, �� sehingga berlaku 
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|* �, 5�! − * �!| = * �, 5�! − * �! < 1�. 
Hal ini berarti barisan E* �, 5�!F�∈ℕ konvergen ke * �!, yaitu lim�→O * �, 5�! = * �!. 

Karena f terintegral Darboux pada ��, ��, maka * �! = ( �!, dan diperoleh: 

lim�→O * �, 5�! = * �! = U �<
= = ( �! = lim�→O ( �, 5�!. 

Terbukti bahwa lim�→O ( �, 5�! = ; � = lim�→O * �, 5�!<= . 

Contoh 4 

Misal  2,1I  dan RIf :  fungsi yang didefinsikan dengan aturan: 

� �! =
⎩⎪⎨
⎪⎧ 1 jika −1 ≤ � < 01 2\ jika � = 0

21 jikajika 0 < � < 11 ≤ � ≤ 2
 

Tunjukkan bahwa f terintegral Darboux pada I dan tentukan nilai integralnya. 

Pembahasan: 

Untuk sebarang bilangan P > 0 dibentuk partisi 5] = −1, −P, P, 1 − P, 1, 2�, maka diperoleh: 

* �, 5]!  = ∑ $� �� − ��#�!�̂-�  

 = 1 −P + 1! + 2EP −  −P!F + 2 1 − P − P! + 2E1 −  1 − P!F + 1 2 − 1! 

 = −P + 1 + 4P + 2 − 4P + 2P + 1 

 = 4 + P 

( �, 5]!  = ∑ �� �� − ��#�!�̂-�  

 = 1 −P + 1! + �� EP −  −P!F + 2 1 − P − P! + 2E1 −  1 − P!F + 1 2 − 1! 

 = −P + 1 + P + 2 − 4P + 2P + 1 

 = 4 − 2P 

Jika � �! menyatakan koleksi semua partisi pada I, maka 5]: P > 0� ⊂ � �!, oleh karena itu 

diperoleh: 

4 = sup( �, 5]!: P > 0� ≤ sup( �, 5!: 5 ∈ � �!� = ( �! 

dan 

* �! = inf ( �, 5!: 5 ∈ � �!� ≤ inf  * �, 5]!: P > 0� = 4. 
Akibatnya diperoleh 4 ≤ ( �! ≤ * �! ≤ 4, hal ini berarti ( �! = * �! = 4. Dengan demikian 

dapat disimpulkan bahwa f terintegral Darboux pada � = �−1,2� dan ; � �!a� = 4�#� . 
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Contoh 5 

Misal � = ��, �� interval yang tertutup dan terbatas, dan �: � → ℝ fungsi yang didefinsikan dengan 

aturan: 

� �! = >0 jika � rasional1 jika � irasional 
Selidikilah apakah f terintegral Darboux pada I atau tidak. 

Pembahasan: 

Diberikan 5 = ��, ��, ��, ⋯ , ��� sebarang partisi pada ��, ��. Untuk setiap � = 1, 2, 3, ⋯ , � 

didefinisikan bilangan-bilangan: 

�� = inf � �!: � ∈ ���#�, ���� 

dan 

$� = sup � �!: � ∈ ���#�, ����. 
Perhatikan bahwa setiap subinterval ���#�, ���, � = 1, 2, 3, ⋯ , �, memuat bilangan rasional dan 

sekaligus bilangan irasional. Oleh karena itu diperoleh �� = 0 dan $� = 1, untuk setiap � =
1, 2, 3, ⋯ , �. Akibatnya diperoleh: 

( �, 5! = 1 �� �� − ��#�!�

�-�
= 0, 

dan 

* �, 5! = 1 $� �� − ��#�!�

�-�
= 1 1 �� − ��#�! = � − ��

�-�
. 

Akibatnya diperoleh: 

( �!  = sup  ( �, 5!: 5 ∈ � �!� = 0. 
* �!  = inf * �, 5!: 5 ∈ � �!� = � − �. 
Hal ini berarti ( �! ≠ * �!, dengan demikian f tidak terintegral Darboux pada ��, ��. 
Contoh 6 

Misal � = �0,1� dan �: � → ℕ fungsi yang didefinsikan dengan aturan � �! = �� untuk � ∈ �0,1�. 
Tunjukkan bahwa f terintegral Darboux pada I dan tentukan nilai integralnya. 

Pembahasan: 

Misal 5� adalah partisi pada � = �0,1� yang terdiri atas n subinterval yang diberikan oleh: 

5� = >0, 1� , 2� , 3� , ⋯ , � − 1� , �� = 1A. 
Karena f merupakan fungsi naik monoton, maka untuk setiap subinterval e�#�� , ��f diperoleh 
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�� = inf  >� �!: � ∈ ?� − 1� , ��@A = C� − 1� G�
 

dan 

$� = sup  >� �!: � ∈ ?� − 1� , ��@A = ��
�� 

dengan � = 1, 2, 3, ⋯ , �. 

Perhatikan pula bahwa �� − ��#� = �� untuk semua � = 1, 2, 3, ⋯ , �. Oleh karena itu diperoleh: 

( �; 5�! = 
�Hg�Hg�Hg⋯g �#�!H

�B   =  
��B C�D E � − 1! � − 1 + 1! 2 � − 1! + 1!FG 

 = 
��B C�D E � − 1! �! 2� − 2 + 1!FG = 

�D�B E � − 1! �! 2� − 1!F 

 = 
�D�B E �� − �! 2� − 1!F = 

�D�B  2�6 − �� − 2�� + �! 

 = 
�6 − �D� + �D�H 

* �; 5�! = 
�Hg�Hg6Hg⋯g �#�!Hg�H

�B  = 
��B C�D E �! � + 1! 2� + 1!FG 

 =  
�D�B  �� + �! 2� + 1! = 

�D�B  2�6 + �� + 2�� + �! 

 = 
�D�B  2�6 + 3�� + �! 

 = 
�6 + ��� + �D�H 

Selanjutnya diperoleh 

* �; 5�! − ( �; 5�! = 13 + 12� + 16�� − C13 − 16� + 16��G = 46� = 23�, 
dan diperoleh 

lim�→OE* �; 5�! − ( �; 5�!F = lim�→O
23� = 0. 

Berdasarkan Akibat 8 disimpulkan fungsi f terintegral Darboux pada �0,1�, dan diperoleh 

U �� = lim�→O * �; 5�! = lim�→O C13 + 12� + 16��G = 13
�

� . 
 

 


